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Liebe Schülerin, lieber Schüler! 


Der Eintritt in die Höhere technische Lehranstalt bzw. in die Höhere land- und forst¬ 
wirtschaftliche Lehranstalt ist Ihr erster Schritt zum Ziel „Ingenieur“. Um dieses Ziel zu er¬ 
reichen, müssen Sie zunächst jene Kenntnisse aus Mathematik, Darstellender Geometrie, 
Physik und Chemie erwerben, die zum Eindringen in die technischen Disziplinen notwendig 
sind. 

Schon der Name Mathematik und angewandte Mathematik deutet auf die Ziele unseres Ge¬ 
genstandes hin: 

Der Schüler soll exakt, logisch und kritisch denken können und Verständnis für die Aufgabe der 
Mathematik als Grundlagenwissenschaft für Naturwissenschaft und Technik haben. 

Er soll die für die Berufspraxis notwendige Sicherheit im Rechnen mit Zahlen und Variablen be¬ 
sitzen und die Funktionenlehre sowie die Differential- und Integralrechnung für die Anwendung 
in den technischen Unterrichtsgegenständen in ausreichendem Maße beherrschen. 


Im vorliegenden 1. Band des vierbändigen Unterrichtswerks werden die elementaren Grund¬ 
lagen behandelt, die Sie zum Teil schon in der Hauptschule bzw. in der Unterstufe der AHS 
gelernt haben. Wir nehmen diesen Lehrstoff noch einmal durch, um einheitliche Voraus¬ 
setzungen für alle Schüler zu schaffen. An unseren Schulen genügt nicht bloßes Wissen über 
diesen Stoff, Sie müssen ihn gründlich beherrschen. 

Kurz zusammengefaßt müssen Sie am Ende des 1. Jahrgangs folgendes können: 


1. aus einer Formel eine bestimmte Größe ausrechnen; 

2. lineare Gleichungen und lineare Gleichungssysteme schnell lösen; 

3. die lineare Funktion auf technische Probleme anwenden; 

4. Überschlagsrechnungen schnell und sicher durchführen; 

5. das Tabellenbuch, die Formelsammlung und den Taschenrechner schnell und sicher 
handhaben; 

6. ähnliche Figuren in technischen Aufgaben erkennen; 

7. rechtwinklige und schiefwinklige Dreiecke in technischen Aufgaben erkennen und 
auflösen. 


Die Lernziele sind am Anfang jedes Abschnitts angegeben. Sie sind der vom Bundes¬ 
ministerium für Unterricht und Kunst herausgegebenen Lehrzielbank „Mathematik für be¬ 
rufsbildende und höhere Schulen“ entnommen. 

Es ist durchaus möglich, daß in einzelnen Abteilungen zusätzliche Ziele erforderlich sind. 

Der Aufgabenstellung unserer Schulen entsprechend, wurde bei der Darstellung des Stoffs 
ein Mittelweg zwischen einer streng mathematischen und einer anschaulichen, sprachlich be¬ 
schreibenden Art gewählt, der sich auch für den Selbstunterricht eignet. 

Ausdrücklich sei festgestellt, daß an unseren Schulen ein vollständig systematischer Aufbau 
der Mathematik nicht angebracht ist. Die Zubringerfunktion des Mathematikunterrichts darf 
nicht übersehen werden! 
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Zum Aufbau des Buches: 

Um eine größere Übersichtlichkeit zu erhalten, wurde die Anzahl der Abschnitte verringert. 
Wo es angebracht war, wurden Kürzungen und Straffungen vorgenommen. 

Die vielen durchgerechneten und soweit wie notwendig kommentierten Übungen wurden 
vermehrt. Der Schüler soll aus dem Buch selbst Wissen erwerben können. 

Im Hauptabschnitt „Wiederholung und Vertiefung“ wurde bewußt auf „Mengenlehre“ ver¬ 
zichtet. Der Schüler muß in kurzer Zeit grundlegende rechnerische Fertigkeiten besitzen, er 
muß u. a. Einheiten schnell und sicher in andere Einheiten umrechnen können. 

Die Zeichnungen wurden mittels Computer hergestellt, bewußt groß und übersichtlich. 

Weil das vorliegende Buch für alle Abteilungen der technischen Lehranstalten bestimmt ist, 
wurden Beispiele und Aufgaben aus mehreren Fachgebieten gewählt. 


Die folgenden Aufgaben treten in den Fachgegenständen auf. Derzeit sind sie für Sie noch 
unverständlich. Im Mathematikunterricht werden Ihnen jene Kenntnisse vermittelt werden, 
die Sie in den Fachgegenständen brauchen, um diese Aufgaben verstehen und lösen zu 
können. 


Maschinenbauliche und bautechnische Abteilungen 

Auf einer schiefen Ebene liegt eine Last. Es gilt (7 = 200 N 
und a = 28,2°. 

Wie groß ist die Hangabtriebskraft TI 
Wie groß ist die Normalkraft N ? 

Wie groß ist die Reibungskraft R, wenn ^=0,4 beträgt? 



Elektrotechnische Abteilungen 

Bei der Wheatstone’schen Brückenschaltung gelten unter anderem folgende Gleichungen 


/ = 4 + 4 
4 = 4 + 4 
4 = 4 + 4 

4 + 4 R g ~ 4 ^3 = o 

4 -^2 — 4 ^4 — 4 4 = o 

Lösen Sie dieses Gleichungssystem in den 

5 Variablen 4, 4, 4» 4, 4- 



Wenn Sie beim Lösen von Mathematikaufgaben Schwierigkeiten haben, dann müssen Sie 
sich durchbeißen. Denken Sie dann daran, daß in unseren Schulen Mathematik nicht als 
Selbstzweck betrieben wird, es werden Ihnen vielmehr die Grundlagen für die Ausübung 
Ihres technischen Berufes vermittelt. Viel Spaß mit Mathematik und viel Erfolg! 

Julius Schärf 
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Kennzeichnungen in diesem Buch 

Lernziele und Aufträge für mehrere Aufgaben sind grau gerastert. 
Zusammenfassungen und wichtige Textstellen sind rosa gerastert. 


Die Grundlagen der Mathematik sind Definitionen und Sätze. Diese sind nicht nur rosa gera¬ 
stert, sondern zusätzlich eingerahmt und auf der linken Seite mit | Q | bzw. S gekenn¬ 


zeichnet. 


Wichtige Hinweise und besondere Probleme sind mit dem Pfeil ► versehen. 


Wie arbeitet man mit diesem Buch? 

Alles will gelernt sein, auch das Arbeiten mit diesem Lehrbuch. Diese Art der Wissens¬ 
aneignung müssen Sie beherrschen, wenn Sie in der Schule und in der Praxis erfolgreich sein 
wollen. 

Das Buch wird Ihnen nur dann ein Helfer in Notlagen sein, wenn Sie ein Nahverhältnis zu 
ihm haben. Blättern Sie es zunächst in einer ruhigen Stunde durch. Sie werden sehen, daß 
Sie bereits Vorkenntnisse besitzen. Sie werden aber auch an vielen Beispielen erkennen, 
warum Sie Mathematik als Unterrichtsgegenstand haben. 

Wie findet man ein bestimmtes Sachgebiet oder einen Begriff? 

Das vielverbreitete „Suchen durch Umblättern“ ist meist ungünstig. Schneller kommen Sie 
zum Ziel, wenn Sie das Register oder das Inhaltsverzeichnis benützen. 

Wie erarbeitet man einen bestimmten Lehrstoff? 

Nehmen wir an, Sie haben beim Auflösen einer einfachen Gleichung nach einer bestimmten 
Größe Schwierigkeiten. Im Inhaltsverzeichnis sehen Sie, daß bereits im Abschnitt 1 dieses 
Thema behandelt wird. Auf Seite 9 finden Sie die Lernziele. Sie müssen zunächst die bei 
Gleichungen erlaubten Umformungen wissen und angeben können. Wie Sie mit Hilfe dieser 
Umformungen Gleichungen lösen können, sehen Sie bei den folgenden Beispielen. 

Nehmen Sie sich daher zunächst die vollständig durchgerechneten Beispiele vor. 


^ Lesen Sie bei jedem Beispiel den Begleittext aufmerksam! 
Schreiben und rechnen Sie mit, lesen allein genügt nicht! 
Kennzeichnen Sie wichtige Stellen im Buch mit einem Leuchtstift! 
Schreiben Sie wichtige Bemerkungen in Kurzform in das Buch! 


Nun schreiben Sie die Angaben dieser Beispiele auf und versuchen Sie, diese allein zu lösen. 
Vergleichen Sie anschließend Ihre Ergebnisse mit denen des Buchs. Wenn ein Fehler auftritt, 
dann vergleichen Sie jeden Schritt Ihrer Rechnung mit dem entsprechenden Schritt im Buch, 
benützen Sie dabei die auf Seite 9 angeführten Umformungen. 

Wenn Sie die Lösungsmethoden verstanden haben, führen Sie die folgenden Aufgaben 
durch und vergleichen Sie Ihre Ergebnisse mit den im Lösungsheft angegebenen Lösungen. 

Wenn Sie trotz des großen Arbeitsaufwandes nicht zum Ziel kommen, gehen Sie mit Ihren 
Arbeiten zu Ihrem Mathematiklehrer. Er wird Ihnen gezielte Fragen bestimmt gerne beant¬ 
worten und Ihnen weiterhelfen. 




WIEDERHOLUNG UND VERTIEFUNG 


An Höheren und mittleren technischen Lehranstalten ist Mathematik nicht Selbstzweck. 
Schon aus der Bezeichnung „Mathematik und angewandte Mathematik“ geht hervor, daß 
dieser Unterrichtsgegenstand die Grundlagen für die Bewältigung des Lehrstoffs in den tech¬ 
nischen Fachgegenständen liefern soll. 

Von eintretenden Schülern werden in den technischen Gegenständen einige Grundbegriffe 
der Mathematik vorausgesetzt, die wir in diesem Hauptabschnitt wiederholen. 


1. Lösen von einfachen Gleichungen 


Nach dem Durcharbeiten dieses Abschnitts werden Sie folgendes können: 

— =b, x + a = b, 
a 



a(bx + c) = d 


m aus einer einfachen Formel eine Variable ausrechnen. 

Mit reellen Zahlen können wir die vier Grundrechnungsarten, mit Ausnahme der Division 
durch Null, uneingeschränkt ausführen. 

Folglich gilt: 


Eine Gleichung bleibt „richtig“, wenn man 

■ auf beiden Seiten der Gleichung die gleiche Zahl addiert, 

■ von beiden Seiten der Gleichung die gleiche Zahl subtrahiert, 

■ beide Seiten der Gleichung mit der gleichen, von Null verschiedenen Zahl multi¬ 
pliziert, 

■ beide Seiten der Gleichung durch die gleiche, von Null verschiedene Zahl dividiert, 

■ beide Seiten der Gleichung vertauscht. 


BEISPIELE 

1. Die Gleichung x + 5 = 8 ist zu lösen. 

Lösung: 

xist mit dem Summanden 5 verbunden. 

Um x zu isolieren, müssen wir die Terme auf beiden Seiten der Gleichung um 5 ver¬ 
mindern. 

x+5-5=8-5 


x=3 


Um Rechenfehler aufzudecken, führen wir eine Probe durch: 

Wir setzen die Lösung 3 in die Eingangsgleichung x + 5 = 8 anstelle der Variablen * 1 x 
ein: 

3 + 5 = 8 

8 = 8 ist wahr, unsere Rechnung ist richtig. 

3 ist die Lösung der Gleichung x + 5 = 8. 


variabilis (lat.) ^veränderlich 
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1. Lösen von einfachen Gleichungen 


Statt „Lösung 3“ sagt man auch „Lösungszahl 3“. 

Statt „Eingangsgleichung“ sagt man auch „ursprüngliche Gleichung“. 

Statt „Variable x“ sagt man auch „Unbekannte x“. 

Allgemein: 

Es liegt eine Gleichung in der Variablen x vor. 

Linke Seite = Rechte Seite 
also Linksterm = Rechtsterm 

kürzer L(x) = R(x) 

Probe: 

Man setzt die Lösungszahl, wir nennen sie hier a, in den Linksterm und in den 
Rechtsterm ein. 

Wenn L(a) = R(a) ist, dann ist x = a wahr. 


2. Die Gleichung 3 = 2 +x ist zu lösen. 

Lösung: 

3 = 2 + x Seiten vertauschen! 

2 + x=3 -2 

x= 1 

Probe: L(l) = 3 ) T ... . . _ .. 

R(l) = 2 +1 = 3 f ^(1) — 1 ls t Losung. 

X 

3. Die Gleichung — = 15 ist zu lösen. 

Lösung: 

X 

Wir führen — = 15 durch Multiplikation der Gleichung mit 4 (sowohl der Linksterm 

X 

— als auch der Rechtsterm 15 werden mit 4 multipliziert) in die äquivalente Gleichung 
x = 60 über. 

Somit gilt: x = 60 

Probe: L(60) = 60 : 4 = 15 1 

R(60) = 15 } L (60) = R(60) 

X 

Wir schreiben kurz: — =15 1-4 x = 60 

4 - 

4. 3 z = 18 z = ? 

Lösung: 

Um die Gleichungsvariable z zu isolieren, führen wir 3z = 18 mittels Division durch 3 
in die äquivalente Endgleichung z = 6 über. 

Wir schreiben kurz: 

3 z = 18 : 3 

z = 6 


Probe: L(6) = 3-6 = 18 \ 

R(6) = 18 } L ( 6 )- R ( 6 ) 







1. Lösen von einfachen Gleichungen 
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5. 


2/7 —4 = /7-3 /? = ? 

Lösung: 

2 p 4 = /? 3 +4 

2/7=/7 + l p 

1 = 1 


Probe: L(p) = 2p — 4 
R(p) = p-3 


L(l) = 2-1—4= -21 
R(l) = 1 — 3 = —2 J 


L(1) = R(1) 


6. 3{t-2)=t-3 / = ? 


Lösung: 

Zunächst wird die Klammer aufgelöst 1 . 


3(/-2) = r-3 
3 t — 6=t — 3 — t 

2t —6= —3 +6 

2r = 3 :2 



Probe: 




Sowohl im Mathematikunterricht als auch in allen technischen und kaufmännischen 
Gegenständen muß der Schüler sehr oft folgendes Problem lösen: Es ist eine Formel 
gegeben, aus der eine bestimmte Größe auszurechnen ist 2 . 


Bei Umformungen dieser Art betrachtet man die Variablen für die nicht gefragten 
Größen als Konstanten. 


7. Gegeben ist die Formel für die Berechnung des Flächeninhalts eines Trapezes: 

A = — (a + c) 

Diese Formel ist nach c aufzulösen. 

Lösung: 

Wir wollen c berechnen. Wir werden daher die Gleichung so umformen, daß sie die 
Gestalt c =.. . hat. 

Man sagt Ein vorgegebene Gleichung ist nach einer bestimmten Größe 

auch: aufzulösen. 


A =-^-(a +c) 


j(a+c) = A 
2A 

a+c= ~h 

2A 


Seiten vertauschen! 

2 

h 

— a 


1 Termumformungen werden im Abschnitt 6 ausführlich behandelt. 

2 Ausführlich wird dieses Problem im Abschnitt 7 behandelt. 
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1. Lösen von einfachen Gleichungen 


8 . 


Mit Hilfe der Formel A = y (fl + c ) ist es möglich, den Flächeninhalt zu berechnen, 

wenn a, c, h gegeben sind. 

2 A 

Mit Hilfe der Formel c = —7— — a ist es möglich, c zu berechnen, wenn a, h, A gegeben 
sind. 

Um zu sehen, ob wir richtig gerechnet haben, führen wir eine Stichprobe durch. 

Wir belegen dazu die Größen h, a, c mit von uns gewählten Zahlen, setzen diese in die 

Eingangsgleichung A = y (fl + c ) ein und berechnen den dazugehörigen Wert von A. 
Wir wählen: 6 = 4, a = 3, c = 2 und erhalten A = 2(3 + 2) = 10. Nun setzen wir die 

2 a 

Werte von A, 6, a in die Lösungsgleichung c = -y- — a ein und berechnen den Wert 
von c : 


2*10 
c = —-— 


-3 = 2. 


Da dieser Wert von c mit der ursprünglichen Belegung übereinstimmt, dürfen wir mit 
großer Wahrscheinlichkeit annehmen, daß wir richtig gerechnet haben. 


3(F 2 -2) = F 1 + 3 F 2 =? 

Lösung: 

F ist meistens das Symbol für Kraft. 

F ist dann die erste Kraft, F 2 ist die zweite Kraft,. .. 

Variablen der Form F u F 2 ,... bezeichnet man als indizierte Variablen 1 . 
Zuerst wird die Klammer aufgelöst! 

3 F 2 — 6 = Fi + 3 +6 

3 F 2 = Fi + 9 : 3 

ZT ^ 1+ 9 
p2 = — 


AUFGABEN 


Lösen Sie die folgenden Gleichungen: 


1.01 

a) 

x + 4 = 8 


b) 

x — 4 = 7 

c) 

x + 6 = 11 

d) 

fl + 5 = 

= 9 

1.02 

a) 

x — 5 = 9 


b) 

2 = e-5 

c) 

4 = 3-/ 

d) 

6-3 = 

11 

1.03 

a) 

l = * 


b) 

f-“ 

c) 


d) 

r 

6,2 ” ' 

3,14 

1.04 

a) 

y = 3, 12 


b) 

w = - 3 

c) 

H9=y 

d) 

s 

17,3 = 

2,1 

1.05 

a) 

6x = 24 


b) 

5 B = 0,8 

c) 

— 7x = 28 

d) 

— 3C = 

= 13,2 

1.06 

a) 

4,2 = 2 C 


b) 

4 = 104 r 

C) 

- 3 = 0,5 k 

d) 

- 7,1 = 

= 2 m 

1.07 

a) 

5^ = 0 


b) 

32 = 16z 

C) 

5^ + 2 = 1 

d) 

3 z + 1 

= 4,3 

1.08 

a) 

2 fl + 4 = 

18 



b) 

36-7 = 12 

c) 

4E- 5 

= 3 

1.09 

a) 

4c-7 = 

20 



b) 

12 = 5 iz — 3 

c) 

3-4 d 

= 11 

1.10 

a) 

6h + 4- 

2h 

= 3/i + 5 

b) 

3x — 5 = 2x + 4 

c) 

7,2 = 6 

5 + 1,2 


der Index (Einzahl), die Indizes (Mehrzahl) 








1. Lösen von einfachen Gleichungen 
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1.11 

a) 5 (z — 3) = 7,5 

b) 2 = 3 (c — 5) 


c) (4+ «)-7 = 14 


1.12 

a) 0 — 3) • 4 = y — 10 

b) fl = 2 - (fl + 4) 

c) y + 3 = 4(y + 1) 


1.13 

a) x — 2 = 2(x + 3) 

b) 4 = x + 2(x- 

1) 

c) 5/ 

= 3 (/ + 2) 


1.14 

a) 3 (fl + 4) = 5 — fl 

b) 6-6-7(3- 


c) 4 - 

-3/7 = 20 + 1) 

1.15 

a) 5(r + 2) = 4(r + 3) 

b) 7 x — (2 x + 4) 

= 9,2 c) 3(4 —2,1) = 2<? 


1.16 

a) 2ß= 5-(/? + 6)-7 

b) 3,4 z = 2,9 - (z + 3,1) c) 6,7 z = 4,9 (z - 1,2) 

Berechnen Sie aus den folgenden Formeln die jeweils gefragte Variable: 

1.17 

U= nd 

d =? 





1.18 

d = j/T fl 

a = ? 





1.19 

A = ab 

a) fl = ? 

b) 

b = ? 



1.20 

A = p-s 

a) p = ? 

b) 

5= ? 



1.21 

A = nab 

a) fl = ? 

b) 

b = ? 



1.22 

M = Fl 

a) F = ? 

b) 

/= ? 



1.23 

G 2 = 0,5 •(?! 

Gi-? 





1.24 

U= IR 

a) / = ? 

b) 

fl = ? 



1.25 

W = U-It 

a) t/ = ? 

b) 

/= ? 

c) 1=7 


1.26 

Fa = Qb 

a) F = ? 

b) 

6= ? 

C) fl = ? 

d) ß = ? 

1.27 

h =J 2 a 

a= ? 





1.28 

A- — 

A 2 

a) b = ? 

b) 

fl = ? 



1.29 

y-Al 

3 

a) + = ? 

b) 

h = ? 



1.30 

. abc 

A = —— 

4 r 

a) 6= ? 

b) 

r = ? 

c) fl = ? 

d) c= ? 

1.31 

b na 

7 = T8Ö 

a) a = ? 

b) 

r= ? 

c) b=7 


1.32 

1.33 

co r 

360 “ 5 
^ Kip 

100 

a) cu = ? 

a ) K =7 

b) 

b) 

r= ? 

P = ? 

c) J = ? 

c) i = ? 


1.34 

% 

II 

IO 

a) Ö=? 

b) 

d= ? 



1.35 

d, 

U 2 =V^ 

a) d, = ? 

b) 

d 2 =7 

c) tA = ? 


1.36 

5, /, 

Q h 

a) /? = ? 

b) 

0=? 

C) = ? 

d) /, = ? 

1.37 

R = P ~Ä 

a) / = ? 

b) 

+ = ? 

c) p = ? 
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1.38 

p\Pi 

F= 

a) Pi = ? 

b) 

P2=? 



1.39 

B 0 A 0 k 

A ~ B 

a) k= 1 

b) 

B=1 

C) *0 = ? 

d) A 0 =l 

1.40 

2 II 

u =-7 

k-A 

a) / = ? 

b) 

K = ? 

c) 1=1 

d) A = 1 

1.41 

F= 2/,/ 2 7-10- 7 
a 

a) I 2 = ? 

b) 

fl = ? 

C) 4 = ? 

d) 1=1 

1.42 

U=2a + 2b 

a) ö = ? 

b) 

6= ? 



1.43 

O = M+2A 

a) M = ? 

b) 

y* = ? 



1.44 

- A + B x = 0 

a) A = 1 

b) 

5 V = ? 



1.45 

/= I 0 + a 2 A 

a) / 0 = ? 

b) 

yl = ? 



1.46 

F l- N-a = 0 

a) F= ? 

b) 

JV= ? 

c) 1=1 

d) fl = ? 

1.47 

y$-R — F iyi + Fiyi 

a) Fi = ? 

b) 

^2=? 

o 

II 

d) * = ? 

1.48 

F = -— +0,511 ks 2 

a) P=1 

b) 

k = 1 



1.49 

II 

cT 

1 

o 

a) AT = ? 

b) 

b=l 

c) 1=1 

d) A*-? 

1.50 

o = d[^ + h^ 

/? = ? 





1.51 

v + l >0 

2 / 

a) t = ? 

b) 

v = ? 

C)Vo=l 


1.52 

/ = / 0 (1 + 0i‘ Ai) 

a) 4 = ? 

b) 

ZW= ? 

c) a = 1 


1.53 

Q = m c(t 2 - 4) 

a) c = ? 

b) 

4 = ? 

c ) m = 1 

d) 4 = ? 

1.54 

xR = F(x 2 + x 3 ) 

a) F = ? 

b) 

* 2 =? 

c) x = 1 

d) * 3 = ? 





2. Grundbegriffe 


Nach dem Durcharbeiten dieses Abschnitts werden Sie folgendes können: 

■ die Vorzeichenregeln beherrschen; 

■ die Rechnungsarten erster, zweiter und dritter Stufe und ihre Rangordnung angeben; 

■ den Absolutbetrag einer Zahl bilden und mit ihm rechnen; 

■ das Summenzeichen anwenden; 

■ Zehnerpotenzen durch Dezimalzahlen darstellen; 

■ Dezimalzahlen der Form 1,10,100,... 0,1, 0,01,... als Zehnerpotenzen darstellen; 

■ mit Zehnerpotenzen rechnen; 

■ das Dezimalsystem erklären; 

■ Zahlen in normierte Gleitkommadarstellung überführen; 

■ die Begriffe Größe, Einheit, Zahlenwert anhand von Beispielen erklären; 

■ die in der ÖNORM angegebenen Bezeichnungen für Vielfache und Teile von Einheiten ver¬ 
wenden; 

■ Längenmaße, Flächenmaße, Raummaße, Massenmaße, Zeitmaße in gebräuchlichen Einheiten 
darstellen; 

■ die Schranken für Zahlen begrenzter Genauigkeit bestimmen; 

■ auf eine gegebene Dezimalstellenanzahl runden und die Fehlergrenzen angeben; 

■ numerische Bruchterme, Potenzen und Wurzeln überschlagsweise berechnen; 

■ Rechenoperationen mit Hilfe des Taschenrechners ausführen. 


2.1 Einige Bezeichnungen, mathematische Zeichen und Regeln 


Bezeichnungen bei den Grundrechnungsarten: 


Addition 

+ 

plus 

Summand + Summand = Summe 

Subtraktion 

- 

minus 

Minuend 

— Subtrahend = Differenz 

Multiplikation 


mal 

Faktor 

• Faktor = Produkt 

Division 


dividiert durch 

Dividend 

: Divisor = Quotient 


Algebraische Ausdrücke (Terme) kann man durch folgende Zeichen miteinander verbinden: 


= gleich 

< kleiner als 

< kleiner oder gleich 

# ungleich 

> größer als 

> größer oder gleich 


Z.B.: 3 + 5 = 8; 3 + 5^7; 5>1; 2<4; 2<4; 5>1 

Vorzeichenregeln 

Wir wiederholen die bereits aus der Hauptschule bzw. der Unterstufe der AHS bekannten 
Vorzeichenregeln anhand der folgenden Aufgaben. 


AUFGABEN 

2.01 Addieren ganzer Zahlen: (+a) + (+ b) = a + b ( + a)+ (—£)= a — b 

(—a) + ( — b)= —a — b ( — a) + ( + b)= — a + b 

a) ( + 12) +( + 3) b) ( +12) + ( —3) c) (-12) + ( + 3) d) ( —12) + (—3) 

e) (+15) + (+ 9) + (+ 4) f) ( +15) + ( + 9) + ( —4) g) ( + 15) + (-9) + (-4) 
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2.02 Subtrahieren ganzer Zahlen: ( + a) — ( + 6) = a — b ( + a) — (— b)= a + b 

( — a) — ( — b) = —a + b ( — a) — (+ b) = —a — b 

a) ( + 12) —( + 3) b) ( + 12) —( — 3) c) (-12)-( + 3) d) (-12)-(-3) 

e) (+15) + (+ 9) — (+ 4) f) ( + 15) — ( + 9) — ( — 4) g) ( +15) - ( - 9) - ( - 4) 

2.03 Multiplizieren ganzer Zahlen: ( + a) • ( + b) = a b ( + a) •(— b) = — a-b 

(- a)-{-b) = a b (- a)-(+ b)= -a-b 

a) (+12)• ( + 3) b) ( + 12)*( — 3) c) (-12)-( + 3) d) (-12)-(-3) 

e) ( + 15M + 9H + 4) f) ( + 11M + 9M —4) g) ( +12)• (-9)• (-4) 

2.04 Dividieren ganzer Zahlen: ( + a):( + b) = a :b ( + a):( — b) = — a:b 

6+0 (— a):{— b) = a:b ( — a):( + b) = — a:b 

a) ( + 12):( + 3) b) ( + 12):(-3) c) (-12):( + 3) d) (-12):(-3) 

e) (+ 45):(+ 9):(+ 5) f) (+ 72):(+ 3):(-4) g) ( + 99):(-ll):(-3) 

Wir veranschaulichen die Vorzeichenregel für die Multiplikation und Division zweier reeller, 
von Null verschiedener Zahlen a und b durch ein Flußdiagramm und durch ein Strukto- 
gramm. 



^ Ist die Bedingung erfüllt, dann wird der JA-Weg eingeschlagen, sonst der NEIN-Weg. 

Im Flußdiagramm wird eine Verzweigung durch einen auf eine Ecke gestellten Rhombus 
dargestellt. 

Im Struktogramm hat das Element „Verzweigung“, wie jedes andere Element des Strukto- 
gramms, die Form eines Rechtecks. 

Jedes Rechteck hat einen Eingang, die obere Kante, und einen Ausgang, die untere Kante. 


Zusammengesetzte Grundrechnungsarten 

Addition und Subtraktion sind Rechnungsarten 1. Stufe. 

Multiplikation und Division sind Rechnungsarten 2. Stufe. 

Potenzieren und Wurzelziehen sind Rechnungsarten 3. Stufe. 

Die einprägsamen Bezeichnungen „Strichrechnungen“ für Rechenarten der 1. Stufe und 
„Punktrechnungen“ für Rechenarten der 2. Stufe können wir nicht verwenden, weil wir / als 
Zeichen für die Division zulassen. 
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Aus (24-3) • 5 + 2 • 4 2 = 5 • 5 + 2 • 16 = 25 + 32 = 57 erkennen wir: 


Zuerst Klammern 
dann Rechnungsarten 3. Stufe 
dann Rechnungsarten 2. Stufe 
dann Rechnungsarten 1. Stufe 


Potenzieren, Wurzelziehen 
Multiplikation, Division 
Addition, Subtraktion 


AUFGABEN 
2.05 a) (24 + 8)-7-152 
d) (19 —17 + 53):5 + 4 
g) ( + 45):( + 9)-( + 5) 
j) ( —105):( + 7)-( —5) 
2.06 a) 25 —3-2 3 + 4 
(25-3)-2 3 + 4 
(25 — 3)-(2 3 + 4) 

25 — 3 - (2 3 + 4) 

2.07 a) 2-11 + 4-7-3 
2-(11+ 4)-7 —3 
2-11 + 4-(7 —3) 

2-(11+ 4)-(7 —3) 
(2-11+ 4)-(7 —3) 

(2-11+ 4)-7 —3 


b) 12-(17 —2)+ 5 
e) (54 —9 + 76):11 
h) ( + 72)-( + 3):( —4) 
k) 39:(—13) * 6 
b) 9 + 5-3 2 + 7-2 3 —8 
(9 + 5)-3 2 + 7-(2 3 —8) 
(9 + 5)-(3 2 + 7-2 3 —8) 
9 + 5-(3 2 + 7-2 3 ) —8 
b) 4-12-3-4 + 7 
4-(12 —3)-4 + 7 
4-12 —3 -(4 + 7) 

4-(12 —3)-(4 + 7) 

(4-12 —3)-(4+ 7) 

(4-12 —3)-4 + 7 


c) (85-37)-12+ 14 
f) (305 —111 —12) : 13 
i) ( + 99) : ( —H)-( —3) 

1) ( —68):( —17):2 
c) 16:4 2 —5-6:2 —5 
16:4 2 —5-(6:2 —5) 
(16:4) 2 —5-6:2 —5 
(16:4) 2 —5 -6:(2 —5) 
d) 24:6 + 2-3-1 
24:(6 + 2)-3 —1 
24:6 + 2-(3 — 1) 
24:(6 + 2)-(3 — 1) 
(24:6+ 2)-(3-1) 
(24:6 + 2)-3 — 1 


c) 5-20-3-15-10 
5-(20 — 3)-15 — 10 
5-20 —3-(15 —10) 
5-(20 —3)-(15 —10) 
(5-20 —3)-(15 —10) 
(5-20 —3)-15 —10 


Absoluter Betrag einer reellen Zahl 

Jeder Zahl läßt sich eine nichtnegative Zahl, ihr Absolutbetrag, zuordnen. Man kennzeichnet 
diesen durch parallele Striche links und rechts von der Zahl. 

Man schreibt \a\ und spricht: Betrag von a oder absolut a. 

BEISPIELE 

1-3| = 3; 

|- f2 |=l/2; 


Geometrische Veranschaulichung auf der Zahlengeraden : 

\a\ ist der Abstand der die Zahlen +a und — a repräsentie¬ 
renden Punkte vom Nullpunkt! 

Folgerungen aus der Definition von \a\: 

1. \ — a\ = \a\ Somit gilt auch: \a—b\ = \b— a\ 

2. +<2<|fl| 

3. \a-b\-\a\-\b\ 

Der Betrag eines Produktes ist gleich dem Produkt der Beträge der Faktoren. 

4. \a:b\ = \a\:\b\ für 6 + 0 

Der Betrag eines Quotienten ist gleich dem Quotienten der Beträge von Dividend und 
Divisor. 


Unter dem Betrag von a versteht man 
den durch 

a für a> 0 
\a\= 0 für a = 0 

— a für < 2<0 

definierten, niemals negativen Wert. 


I + 3| = 3; 

| + 8| = 8; |0| = 0 


lal lal 
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Flußdiagramm: 


Struktogramm: 



AUFGABEN 
2.08 Berechnen Sie: 

a) | — 5| b) 1 — 3,21 c) |1015| d) |0| e) | + 5| f) |1| g) | —39,3| h) \n\ 


2.09 Überprüfen Sie die Beziehungen \a-b\ = \a\-\b\ und \a:b\ = \a\:\b\ mit 
a) a= 4; b=—2 b) a= — 4; b= —2 


2.10 Berechnen Sie für 

a) 

b) 

c) 

d) 

e) 





0 

2 

10 

-2 

-10 

demWert von x+ 

2.11 Berechnen Sie für 

a) 

b) 

c) 

d l 

_i 

D 


w 

* 

y 

0 

3 

5 

3 

5 

-3 

-5 

-3 

0 

5 

3 

-5 

-3 

5 

3 

-5 


die Werte von a) x+\y\, ß) \x\ +y, y) \x — y\, 5) x + y + \x—y\, £) x-y -\x—y\. 


Gebrauch des Summenzeichens 

Wenn wir die Summe der Längen von 30 Teilstücken zu bilden haben, dann verwenden wir 
nicht „gewöhnliche Variablen“, wie a, b, c, ..., y, z, a, ß , y, <5, sondern „indizierte Variablen“ 

h> h> - • ho • 

h ist die Länge des 1. Teilstücks usw. 

30 

Wir schreiben / = h + h + • • • + / 30 oder / = 2 h und lesen: „Die Gesamtlänge / ist 

i = 1 

gleich der Summe aller /, mit i = 1 bis i = 30.“ 

Die indizierte Variable /, bezeichnet man in diesem Zusammenhang als Summationsvariable 
und i als Laufvariable oder Summationsindex. 
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BEISPIELE 

1. Statt „Die Summe der Momente der Kräfte F u F 2 ,.. . F n bezüglich eines Punkts ist 
Null“ schreibt man M, = 0. 


2 . 




3 


AUFGABEN 

4 

2.12 Berechnen Sie: 2 c / mit G = 5; c 2 = — 7; c 3 = 8; c 4 = 4 

i = i 
3 

2.13 Berechnen Sie: 2 x i *i = —12,7; x 2 = 8,9; x 3 = 4,8 

i = i 

2.14 Berechnen Sie: 2 y 7i = \\ 72=-1; 73 = y 74 : -y; 7s = 2 

5 3 O-i 

2.15 Schreiben Sie ausführlich: a) ^ ( a i — 1) b) 2 (A — 1) c) 2 1-3— 

i = l * = 1 y= -3 1 + 2 c y 

4 t 

2.16 Schreiben Sie ausführlich: a) c k z k b) 2 


k = 1 
5 


2.17 Berechnen Sie: a) ^ /2 b) 2 * 3 c ) 2 2ß 4 

i = 2 / = 0 a = 1 


2.2 Zehnerpotenzen 

In der technischen Praxis schreibt man große und kleine Zahlen meistens mit Hilfe von 
Zehnerpotenzen. 


Begriff „Zehnerpotenz 66 


10 Ex ponent _ Zehnerpotenz 
allgemein: Basis Exponent = Potenz 


BEISPIELE 

1 . 10 4 = 10 - 10 - 10-10 = 10000 

2 10-3—L--L.-L.-L—L_ 

10 3 1 0 1 0 1 0 1 000 

Es bedeutet: 

10 6 = 1000 000 (1 Million) 

10 5 = 100000 
10 4 = 10000 


(man spricht „10 hoch 4“) 

(man spricht „10 hoch minus 3“) 


i°-=°,i=^ 


10 - 2 = 0 ’ 01 =iöö 

10-3 = 0,001=^ 
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10 3 = 1000 




10 2 = 100 


10^10 


10 ° = 1 


10- 6 


= 0,000001 = 


1 

1000000 



AUFGABEN 

2.18 Schreiben Sie als Zehnerpotenz: 

a) 10000 b) 10000000 c) 100 d) 1 

11 1 
^ iöööo g) iö ioooooo 0,1 

2.19 Schreiben Sie mit positiven Exponenten: 

a) IO" 4 b) 10" 1 c) IO“ 7 d) —U 


e) 

j) 


1 

100 

0,0001 


e) 


1 

10- 3 


Rechnen mit Zehnerpotenzen 

1 . 10 2 - 10 3 = ( 10 - 10 )-( 10 - 10 - 10 ) = 10 - 10 - 10 - 10-10 = 10 5 = 10 2+ 

Es gilt: 


w-W=w+> 


2. 10 4 :10 3 = 1Q .'„ 10 ,'„ 1Q .'„ 1Q = ^= 10 1 = 10 4 ~ 3 


1010-10 1 


Es gilt: 


W :W = W -' 


3. (10 2 ) 3 = 10 2 • 10 2 • 10 2 = 10 6 = 10 2 : 

Es gilt: 


(10 r ) r = 10' w 


4. (3 ■ IO 4 ) • (6 • 10 2 ) = 3 • 6 • 10 4+2 = 18 • 10 6 = 1,8 • IO 7 

Es gilt: 


{a-W)-(b ■10') = a b •10 r + ' 


5. (35 • IO 2 ): (7 • IO“ 3 )=y • 10 2 -<- 3l = 5 • IO 5 


Es gilt: 


(a-W)\(b -10') = |-10 r_/ 


AUFGABEN 

2.20 Berechnen Sie: 

a) 10-IO 6 b) 

f) 10M0 3 g) 

k) 10" 5 :10- 2 1) 


10M0 9 c) 10" 4 -10 

10 5 :10 7 h) 10 3 :10~ 2 

10- 3 :10 3 m) 10 3 :10" 3 


d) 10-M0 7 
i) 10:10- 4 
n) lOMO" 1 


e) 10~ 3 -10 3 
j) 10- 4 :10 
o) 10 —6 :10“ 3 
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2.21 Berechnen Sie: 

lOMO“ 1 lO-MOMO- 3 lOMO-MO 7 

a) 10- 4 -10 3 10 3 10-'10° * a) * c) d) 10M010- 2 

2.22 Berechnen Sie: 

a) ( —2 -10 3 ) 2 b) (2 IO -2 ) 2 c) (3 10- 1 ) 5 

2.23 Berechnen Sie: 

a) (7-IO- 2 )-(8-IO 3 ) b) (8-IO 5 )-(2 IO 3 ) 

c) ( — 5 • 10 3 )-(5 -10 4 ) d) (8 • 10 4 ):(— 2 • 10 3 ) 


lO-MOMO 3 
a> lO-MOMO 

d) (2-IO" 3 )- 4 


2.3 Dezimalsystem 


Im täglichen Leben benützen wir das dezimale oder dekadische Zahlensystem mit den zehn 
Ziffern: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. 

Unser Zahlensystem gehört zu den positioneilen Zahlensystemen, auch Stellenwertsysteme 
genannt; für den Wert eines Zeichens ist nicht nur die Form, sondern auch die Stellung 1 
innerhalb des Zahlenbildes entscheidend. Eine „4“ an erster Stelle von rechts (in einer 
ganzen Zahl) bedeutet „vier Einheiten“; eine „4“ an zweiter Stelle von rechts bedeutet 
„vierzig Einheiten“. 

Im Dezimalsystem (auch Zehnersystem genannt) wird jede Zahl als Summe von Viel¬ 
fachen der Potenzen der Zahl 10 geschrieben. 

BEISPIELE 

1. 85439 = 8 • 10 4 + 5 • IO 3 + 4 • IO 2 + 3 • IO 1 + 9 • 10° 

2. 1523,76 = 1 • 10 3 + 5 • 10 2 + 2 • IO 1 + 3 • 10° + 7 • 10 _1 + 6 • 10 -2 
Allgemein: 

z = z n -10" + z„_! *10" ~ 1 + ... + z 2 -IO 2 + Z\ -IO 1 + z 0 -10° 

4- z.,-10- 1 + z_ 2 -10- 2 + ... + z_*-10-* 

Alle n und k bedeuten nichtnegative ganze Zahlen, die z, bedeuten jeweils eine der 
Ziffern 0, 1, 2, ..., 9. 

Im Zehnersystem, wie auch in allen anderen positioneilen Zahlensystemen, können die 
Grundrechnungen auf Additionen zurückgeführt oder aus ihnen zusammengesetzt werden. 


AUFGABEN 

2.24 Schreiben Sie als dekadische Zahlen: 

a) 5-10 3 + 2 + 9-10- 3 + 4-10- 5 b) 6-10 2 + 7-10 + 8-10- 1 + 4-10“ 2 

c) 9• 10 4 + 5• 10 2 + 6 + 7• 10 _2 d) 8-10 5 + 6-10 2 + 7 + 9-10- 4 

e) 5 • 10 _2 + 6-10 _3 + 8-10 _4 + 9-10 -7 

f) 6 + 3 • IO -1 + 7- 10 _2 -l-4- IO -5 

2.25 Zerlegen Sie in Vielfache von Zehnerpotenzen: 

a) 1734 b) 963,704 c) 64002,72005 

d) 0,008 5703 e) 6,400501 f) 83 601,45207 


Position = Stellung innerhalb der Zahl, z. B.: Hunderterstelle. 

Ein Beispiel für ein nichtpositioneiles Zahlensystem ist das System der römischen Zahlen. 
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Gleitkommadarstellung 

327 enthält 3,27 Hunderter, daher können wir schreiben: 327 = 3,27-IO 2 
0,0327 enthält 3,27 Hundertstel, daher können wir schreiben: 0,0327 = 3,27• 10 -2 


Man nennt 3,27-IO“ 2 die normierte Gleitkommadarstellung der Zahl 0,0327. 


BEISPIELE 
0,000 83 = 8,3 -IO- 4 
0,0083 =8,3-IO“ 3 
0,083 =8,3-IO“ 2 

0,83 =8,3-IO“ 1 

8,3 =8,3-10° 

83 =8,3-IO 1 

830 =8,3-IO 2 

Allgemein gilt: 


Jede Zahl läßt sich in normierter Gleitkommadarstellung, d. h. als Produkt einer Zahl 
zwischen 1 und 10 und einer Zehnerpotenz, anschreiben. 

Der Exponent von 10 gibt an, um wieviel Stellen das Komma verschoben wurde. Er ist 
positiv, wenn die Zahl größer ist als 10, und negativ, wenn die Zahl kleiner ist als 1. 


17200 =1,72-IO 4 

0,0000000567 =5,67-IO" 8 

Mittlerer Erdradius = 6,37 • 10 6 m 
Abstand Erde - Sonne = 1,49 • 10 11 m 
Masse des Elektrons = 9,1 • 10 -31 kg 


AUFGABEN 

2.26 Schreiben Sie folgende Zahlen in gewöhnlicher Schreibweise an: 

a) 3,14-10~ 4 b) 8,02-IO 5 c) 6,1-IO“ 3 

d) 5,84-IO“ 7 e) 1,22-IO 3 f) 0,9-IO“ 4 

2.27 Schreiben Sie folgende Zahlen auf kürzeste Weise: 

a) 6-10 3 + 4-10 2 + 5• 10° + 4-10 _2 + 5-10 -3 

b) 4-10 2 + 5-10“ 1 + 6-10“ 2 + 7-10 _3 

c) 4- IO -2 4-5 • 10" 3 + 3 • 10 -5 + 3 - IO -6 

2.28 Schreiben Sie als Summe von Zehnerpotenzen: 

a) 173,52 b) 405,0034 c) 0,800702 

2.29 Stellen Sie folgende Zahlen in der normierten Gleitkommaform dar: 

a) 6582 b) 783 500 c) -14,01 

d) 0,785 e) 0,00843 f) -0,00497 

2.30 Schreiben Sie bei den folgenden Aufgaben die richtige normierte Gleitkommazahl: 

a) 50 mm = ? m b) 30 cm = ? km c) 24,2 W = ? kW 

d) 250 Hz = ? kHz e) 270 mV = ? kV 0 90 pF = ? F 

g) 120 m = ? dm = ? cm = ? mm = ? km 

h) 17,23 m 2 = ? dm 2 = ? cm 2 = ? mm 2 = ? km 2 

i) 2,73 m 3 = ? dm 3 = ? cm 3 = ? mm 3 = ? km 3 
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2.4 Größen, Einheiten 

Begriffe „Größe“, „Einheit“, „Zahlenwert“ 

Bei technischen Problemen und im täglichen Leben treten oft Produkte aus Zahlenwerten 
und Einheiten auf. Zum Beispiel 5 kg, 3 km, 14,72 m, 19,2 hl, 520 öS, 1230 DM. 

Solche Gebilde heißen Größen. Weil das Rechnen mit Größen oft formal so verläuft wie das 
Rechnen mit Variablen, die für besondere Zahlen stehen, hat sich für Größen auch der Aus¬ 
druck „Benannte Zahlen“ eingebürgert. 

Wir wollen zunächst die wichtigsten Begriffe definieren :. . 2 


Meßbare Merkmale physikalischer Objekte (Körper, Erscheinungen, Vorgänge) heißen 
physikalische Größen, kurz Größen. 

Jede Größe hat eine ihr Wesen kennzeichnende Art und ein Ausmaß, ihren Wert. 


Jede Größe läßt sich als Produkt aus Zahlenwert und Einheit darstellen 1 2 . 

Einheiten sind ausgewählte und festgelegte Größen, die zum Messen verwendet werden. 

Die Zahl, die angibt, wie oft die Einheit in der Größe enthalten ist, heißt Zahlenwert der 
Größe (Maßzahl). 

Ein Abstand hat die Art „Länge“; er kann gemessen werden in Metern, Lichtjahren usw. 

Die Verwendung der Bezeichnung „Dimension“ für „Einheit“ ist falsch, ebenso der Aus¬ 
druck „Dimensionsüberprüfung“ für „Einheitenkontrolle“! 

BEISPIELE 

1. Der Abstand zweier Punkte beträgt 1,60 m. 

1,60 ist der Zahlenwert und Meter (m) die Einheit dieser Größe. 

Die Art dieser Größe ist „Länge“. 

2. Die Masse einer Welle beträgt 5,20 kg. 


Zahlenwert 

5,20 

520 

5200 

0,005 20 

Einheit 

kg 

dag 

g 

t 

Art 

Masse 


Das Zeichen für „Einheit einer Größe“ ist die eckige Klammer. 

[/] =lm bedeutet: Die Einheit der „Länge“ ist 1 m. 

[f| = lN bedeutet: Die Einheit der „Kraft“ ist 1 N (1 Newton). 

Falsch sind die Schreibweisen / = 1 [m] und F= 1 [N]. 

Ergänzende Hinweise für die gemessenen Größen werden am Größenzeichen angebracht; 
z. B.: P n = 17 N, t/ eff = 100 V. 


1 Siehe ÖNORM A6409. 

2 Gilt für skalare Größen (siehe Abschnitt 10.7). 
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N-m, J/s und kW h sind Einheitenterme. 

[fE] = N-m = lJ Einheit der Arbeit. 

[M]=N-m Einheit des Drehmoments (hier darf nicht 1 N-m = l J gesetzt werden, 

weil Joule nur für Größen von der Art einer Energie definiert ist). 

Das Zeichen für „Zahlenwert einer Größe“ ist die geschwungene Klammer. 

Es gilt Zahlenwert = 5? r ?^ e kurz: {G} = -^r 

6 Einheit L ’ [G] 

Zahlenwert 4 einer in Sekunden gemessenen Zeit t : {f}=*4 = ~ 

Zahlenwert / min einer in Minuten gemessenen Zeit t : {t} = t min =—*— 

W 

Zahlenwert fK N . m einer in N-m gemessenen Arbeit W: {W} = = 


Rechnen mit Größen 

Für das Rechnen mit Größen gilt: 

■ Es dürfen nur Größen gleicher Art gleichgesetzt oder addiert (bzw. subtrahiert) werden. 

■ Beim Multiplizieren und Dividieren von Größen werden Zahlenwerte und Einheiten 
jeweils als selbständige Faktoren behandelt. 

■ Bei der Bildung von Vielfachen und Teilen der Einheiten sind die Vorschriften des Maß- 
und Eichgesetzes zu beachten. 

Es bedeuten: 


Y Yotta 

= 10 24 .. 

. Quadrillion 

y Yocto 

= 10" 24 .. 

. Quadrillionstel 

Z Zetta 

= 10 21 .. 

. Trilliarde 

z Zepto 

= 10“ 21 .. 

. Trilliardstel 

E Exa 

= 10 18 .. 

. Trillion 

a Atto 

= 10 -18 .. 

. Trillionstel 

P Peta 

= 10 15 .. 

. Billiarde 

f Femto 

= 10" 15 .. 

. Billiardstel 

T Tera 

= 10 12 .. 

. Billion 

p Pico 

= 10- 12 .. 

. Billionstel 

G Giga 

= 10 9 ... 

. Milliarde 

n Nano 

= 10" 9 ... 

. Milliardstel 

M Mega 

= 10 6 .. 

. Million 

p Mikro 

=10 -6 ... 

. Millionstel 

k Kilo 

= 10 3 .. 

. Tausend 

m Milli 

=10“ 3 .. 

. Tausendstel 

h Hekto 

= 10 2 ... 

. Hundert 

c Zenti 

= 10- 2 ... 

. Hundertstel 

da Deka 

= 10 3 .. 

. Zehn 

d Dezi 

= 10 _1 .. 

. Zehntel 


Das Zeichen der Vorsilbe wird ohne Zwischenraum vor das Zeichen der Einheit gesetzt. 
Sie bilden zusammengesetzt das Zeichen des Vielfachen oder Teiles, sodaß sich ein Potenz¬ 
exponent stets auf das ganze Zeichen bezieht. 

BEISPIELE 


1. 

3,80 m = 380 cm 

2. 

2 kg + 7 kg = 9 kg 

3. 

5-13 cm = 65 cm 

4. 

35kg:7 = 5kg... 1 

5. 

100 cm:5 cm = 20 

6. 

3,4 t: 17 kg = 3 400 kg: 17 kg = 200 

7. 

8 N-2,1 m = 16,8 Nm 

8. 

200 m , 

v —= 10 m/s 

20 s - 


1 Hier hat die Division die Bedeutung der Teilung. 

2 Hier hat die Division die Bedeutung der Messung. 

















2. Grundbegriffe 


25 


9 . 8m-4m-2m = 64 m 3 10 . 1 kg ^10 m/s2 + ^y^) =13 kg m/s 2 = 13_N 

11 . 1MQ=10 6 Q; 5 pF = 510 -12 F; 1 km 2 = (10 3 m) 2 ; lkm 2 *1000m 2 


AUFGABEN 


2.31 Setzen Sie das fehlende Kurzzeichen ein: 


a) 1785 m =1,785 ? m 
d) 72,5-IO 4 W= 725 ? W 


b) 0,385 1 =38,5 ? 1 

e) 1400 pF =1,4 ? F 


c) 5,73 ms =5 730 ? s 
f) 1870 Q= 1,87 ?Q 


Längenmaße 


Einheit: 1 m (1 Meter) Verwandlungszahl: 10 

Das Meter ist die Länge der Strecke, die Licht im leeren Raum während der Dauer von 
1/299792458 s durchläuft. . / 



km 

m 

dm 

cm 

mm 

jim 

1km 

1 

10 3 

10 4 

IO 5 

10 6 

10 9 

1 m 

IO" 3 

1 

10 

10 2 

IO 3 

10 6 

1 dm 

io- 4 

io- 1 

1 

10 

IO 2 

IO 5 

1 cm 

10- 5 

IO“ 2 

IO“ 1 

1 

10 

10 4 

1 mm 

10- 6 

io- 3 

10- 2 

IO" 1 

1 

IO 3 

1 firn 

IO“ 9 

IO" 6 

IO- 5 

IO" 4 

IO- 3 

1 


BEISPIELE 


1 . 

27,2 km = 

? m 

27,2 km 

2 . 

172 m = 

? km 

172 m 

3 . 

3 482 jim = 

? km 

3 482 pm 


= 27,2 • 1 000 m =27200m 
= 172/1000 km =0,172 km 
= 3482-10 -9 km =3,482-lQ- 6 km 


AUFGABEN 


2.32 


Setzen Sie die richtige normierte Gleitkommazahl ein 


a) 1 cm = ? km 

d) 17,3 mm = ? dm 
g) 7 m 5 dm = ? m 
j) 6 dm 4 cm = ? m 


b) 1 [im = ? cm 
e) 0,017 km = ? dm 
h) 3 m 4 cm = ? dm 
k) 5 km 4 m = ? dm 


c) 12,5 dm = ? mm 
f) 0,0015 pm = ? dm 
i) 19,2 m 4 cm = ? cm 
1) 19,6 m 4 mm = ? cm 


Damit ist die Lichtgeschwindigkeit im Vakuum mit Q) = 299 792 458 ms 1 festgelegt. 
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Flächenmaße 


Einheit: 1 m 2 (1 Quadratmeter) Verwandlungszahl: 100 

1 m 2 ist der Flächeninhalt eines Quadrats von 1 m Seitenlänge. 



km 2 

m 2 

dm 2 

cm 2 

mm 2 

jam 2 

1km 2 

1 

10 6 

10 8 

IO 10 

IO 12 

IO 18 

1 m 2 

10- 6 

1 

10 2 

10 4 

10 6 

10 12 

1 dm 2 

10- 8 

IO“ 2 

1 

IO 2 

10 4 

IO 10 

1 cm 2 

10-1° 

io- 4 

io- 2 

1 

10 2 

10 8 

1 mm 2 

10- 12 

io- 6 

10- 4 

10- 2 

1 

10 6 

1 jim 2 

IO-’ 8 

io- 12 

10-“ 

10- 8 

10- 6 

1 


BEISPIELE 

1. 27,2 km 2 = ? m 2 

2. 172 m 2 = ? km 2 

3. 3 482 mm 2 = ? km 2 


27,2 km 2 =27,2-IO 6 m 2 = 2,72-10 7 m 2 
172 m 2 =172-IO“ 6 km 2 =1,72-IO" 4 km 2 
3 482 mm 2 = 3 482 • 10" 12 km 2 = 3,482 - IO" 9 km 2 


AUFGABEN 


2.33 Setzen Sie die richtige noi 
a) 1 cm 2 = ? km 2 

d) 17,3 mm 2 = ? dm 2 
g) 7 m 2 5 dm 2 = ? m 2 
j) 6 dm 2 4 cm 2 = ? m 2 


:rte Gleitkommazahl ein: 
b) 1 mm 2 = ? cm 2 
e) 0,017 km 2 = ? dm 2 
h) 3 m 2 4 cm 2 = ? dm 2 
k) 5 km 2 4 m 2 = ? dm 2 


c) 12,5 dm 2 = ? mm 2 
f) 0,0015 mm 2 = ? dm 2 
i) 19,2 m 2 4 cm 2 = ? cm 2 
1) 19,6 m 2 4 mm 2 = ? cm 2 


Raummaße 


Einheit: 1 m 3 (1 Kubikmeter) Verwandlungszahl: 1000 

1 m 3 ist der Rauminhalt eines Würfels von 1 m Seitenlänge. 



km 3 

m 3 

dm 3 

cm 3 

mm 3 

{am 3 

1km 3 

1 

10 9 

10 12 

IO 15 

IO 18 

IO 27 

lm 3 

IO- 9 

1 

IO 3 

10 6 

10 9 

IO 18 

1dm 3 

io- 12 

io- 3 

1 

10 3 

10 6 

IO 15 

1 cm 3 

IO- 15 

IO" 6 

10~ 3 

1 

10 3 

IO 12 

1 mm 3 

IO“ 18 

IO“ 9 

io- 6 

IO- 3 

1 

10 9 

1 {am 3 

10- 27 

10- 18 

10- ,s 

10- 12 

10- 9 

1 
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BEISPIELE 

1. 27,2 km 3 = ? m 3 27,2 km 3 = 27,2-10 9 m 3 = 2,72-10 10 m 3 

2. 172m 3 = ? km 3 172 m 3 =172-10" 9 km 3 = 1,72-10~ 7 km 3 

3. 3482 mm 3 = ? km 3 3 482 mm 3 =3482-IO -18 km 3 = 3,482 • 10~ 15 km 3 

Weitere Raummaße sind: 

das Hektoliter: 1hl =1001 = 10 _1 m 3 

das Liter: 11 = 1 dm 3 = 10~ 3 m 3 

das Deziliter: 1dl =0,11 = 10 _4 m 3 

das Milliliter: 1 ml = 0,001 1 = 10 -6 m 3 = 1 cm 3 

das Mikroliter: 1 jj.1 = 10 -6 1 = 10 -9 m 3 


AUFGABEN 


2.34 Setzen Sie die richtige normierte Gleitkommazahl ein: 
a) 1 cm 3 = ? km 3 b) 1 mm 3 = ? cm 3 

d) 17,3 mm 3 = ? dm 3 

g) 7 m 3 5 dm 3 = ? m 3 


j) 6 dm 3 4 cm 3 = ? m 

2.35 Geben Sie in ml an: 
a) 3,12 1 
e) 15,6 mm 3 


e) 0,017 km 3 = ? dm 3 
h) 3 m 3 4 cm 3 = ? dm 3 
k) 5 km 3 4 m 3 = ? dm 3 


c) 12,5 dm 3 = ? mm 2 
f) 0,0015 mm 3 = ? dm 3 
i) 19,2 m 3 4 cm 3 = ? cm 3 
1) 19,6 m 3 4 mm 3 = ? cm 3 


d) 0,7 hl 
h) 7,821 cm 3 


b) 6,72 1 c) 7,8 dl 

f) 6 cm 3 3 mm 3 g) 9,721 dm 3 


Massenmaße 


Einheit: 1 kg (1 Kilogramm) 

1 kg ist die Masse des im Internationalen Eichamt (Paris) aufbewahrten 
„Urkilogramms“. 


Weitere Massenmaße sind das Gramm, das Dekagramm und die Tonne. 



g 

dag 

kg 

t 

1 Gramm 1 g 

1 

IO“ 1 

IO" 3 

10- 6 

1 Dekagramm 1 dag 

10 

1 

10- 2 

10- 5 

1 Kilogramm 1 kg 

10 3 

10 2 

1 

IO" 3 

1 Tonne 1t 

10 6 

10 5 

10 3 

1 


BEISPIELE 

1. 27,2 kg = ? g 

2. 172 mg = ? kg 

3. 3482g = ? t 


27,2 kg = 27,2 • 10 3 g = 2,72 • 10 4 g 
172 mg = 172 • IO“ 6 kg = 1,72 • 10" 4 kg 
3 482 g =3,482 kg = 3,482-10" 3 1 


AUFGABEN 

2.36 Setzen Sie die richtige normierte Gleitkommazahl ein: 
a) 1 dag = ? t b) 1 kg 25 g = ? dag 

d) 17,3 mg = ? kg e) 0,017 mg = ? dag 

g) 7 g 5 mg = ? jag h) 3 kg 4 g = ? dag 

j) 6 dag 4g=?kg k)5t4kg = ?t 


c) 12,5 g = ? dag 
O 0,0015 dag = ? mg 
i) 19,21 4 kg = ? g 
1) 19,61 15 g = ? dag 
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Zeitmaße 


Einheit: 1 s (1 Sekunde) 

Die Sekunde ist gleich der Dauer von 9192631770 Schwingungen der elektromagneti¬ 
schen (Infrarot-)Strahlung, die das Atom Cäsium-133 unter genau festgelegten Bedin¬ 
gungen aussendet. 

Weitere Einheiten: 1 Minute 1 min = 60 s 

1 Stunde lh =3 600 s 

Tag (d), Woche, Monat, Jahr (a) des Gregorianischen Kalenders 1 


BEISPIELE 


1. 4 d 12 h 20 min 5 s ist in s umzurechnen. 

x = 4 •(24• 3600) s-1-12• 3600 s4-20• 60 s-1- 5 s 
Überschlagsrechnung: x «100 • 3 600 s = 360 000 s 
x = 108 • 3 600 s +1205 s = 390 005 s 

x = 390 005 s 

2. 5000 s = xh + ^min + zs 

Überschlagsrechnung: 5 000 s = 3 600 s + ... = lh + ... 

5 000 s = 3 600 s +1400 s 


1400 s = min = 23 min 20 s 

6U 

5 000 s = 1 h 23 min 20 s 

3. 5 h 36 min 12 s 4. 12 h 17 min 8 s 

+ 6 h 42 min 51 s — 3 h 46 min 19 s 

11 h 78 min 63 s = 11 h 76 min 68 s 

= 12 h 19 min 3 s - 3 h 46 min 19 s 



8 h 30 min 49 s 


AUFGABEN 




2.37 

1. 1720 s 

2. 18000 s 3. 

24520 s 

4. 8716 s 


Verwandeln Sie 

in a) min, s b) h, min, s 



2.38 

1. 1720 min 

2. 18000 min 3. 

24520,25 min 

4. 8716,5 min 


Verwandeln Sie 

in a) s b) h, min 



2.39 

1. 1,72 h 

2. 18,4h 3. 

24,1 h 

4. 8,72 h 


Verwandeln Sie 

in a) min, s b) h, min, s 



2.40 

1. 5 h 16 min 

2. 27 min 5 s 3. 

2d 6h 3s 

4. 3 d 13 h 17 min 4 s 


Geben Sie diese Zeitspannen dezimal in 

a) Sekunden b) Minuten c) Stunden d) Tagen an. 


2.41 

Abfahrt: a) 

5.18 b) 14.05 c) 7.12 

d) 17.20 

e) 23.19 


Ankunft: 

12.09 15.27 18.03 

0.17 

5.12 


Fahrdauer: 

? ? ? 

? 

7 

2.42 

Abfahrt: a) 

5.18 b) 14.05 c) 7.12 

d) 17.20 

e) 23.19 


Fahrdauer: 

2.09 2.27 5.03 

13.17 

3.52 


Ankunft: 

? ? ? 

? 

7 

2.43 

Ankunft: a) 

5.18 b) 14.05 c) 7.12 

d) 17.20 

e) 23.19 


Fahrdauer: 

12.09 15.27 18.03 

0.17 

5.12 


Abfahrt: 

? ? ? 

7 

? 


Stunde (lat.) = hora, Tag (lat.) = dies 
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2.44 a) 
d) 


3 h 

12 min 

37 s 

b) 

17 h 

49 min 

17 s 

c) 6 h 

5 min 

36 s 

+ 5h 

9 min 

42 s 


+ 8h 

32 min 

7s 

+ 7h 

57 min 

49 s 

3h 

12 min 

37 s 

e) 

17 h 

49 min 

17 s 

f) 6h 

5 min 

36 s 

- 1 h 

53 min 

58 s 


- 7h 

52 min 

53 s 

- 3h 

42 min 

58 s 


Abgeleitete Größen und Einheiten 


E 


Das Internationale Einheitensystem (Sl-System) verwendet in der Mechanik drei 
Grundgrößen: 



Einheit 

Länge / 

1 m (Meter) 

Masse m 

1 kg (Kilogramm) 

Zeit t 

1 s (Sekunde) 


Die Vielfachen und Teile dieser Grundgrößen haben wir bereits behandelt. 

Andere mechanische Größen lassen sich aus diesen herleiten. Sie heißen abgeleitete Größen 
und werden durch mathematische Formeln definiert. 

Einige dieser Formeln — in ihrer einfachsten Form — sind: 

Gesch windigkeit: 


m 

s 

U — ~ 
t 


Beschleunigung: 

E 

V 

a=- 

t 


Kraft: 

E 

1 kg m _ i n (Newton) 
s 2 


F= m a 


Arbeit: 

E 

W= Fs 

1 Nm = 1J (Joule) 


Leistung: 


- __ _ 20 m . m 

z.B.: 5 = 20m; t = 5s; u= -= 4— 

5s s 


6 — 

n ,m t „ s m 

z. B.: v = 6—; t = 2s; a =—— = 3 — 
s 2 s s 2 


. m 
v = 4— 


- m 
a= 3-r 


Viele Einheiten von abgeleiteten Größen haben eigene Namen. 


z. B.: m= 5kg; a=2-' 

s z 

F=5kg-22 = lo!^ = 10N 

s 2 s 2 


F= ION 


z.B.: F= 5 N; s = 7m; W=5 N-7m = 35 Nm = 35 J W= 35 J 



z. B.: W=35J; t- 7s; />=^li = 5^ = 5W 
7 s s 


P = 5W 
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BEISPIELE 


1 . 102^8 = ? - 8 - 


Lösung: 


m 3 

10 6 cm 3 

cm 3 

u-5L- 

? Pa 

(lPa- 1 ^ 

mm 2 


\ m 2 > 

Lösung: 




11 " = 11 ■ 

N 

10 6 —-= 1 , 1 - 

mm 2 

10 -6 m 2 

m 2 


. m- 3 -S_=i n2-io-’ -8- 

cm 3 


3. W=12 MJ, / = 2 h, P= ? 

Lösung: 

W= 72 MJ = 72 • 10 6 J = 7,2 • IO 7 J 
/ = 2 h = 2 • 3 600 s = 7 200 s = 7,2 • 10 3 s 
h/ 7 2-IO 7 I I 

p = 104^ = 104 W=10kW 

t 7,2-IO 3 s s 


P = 10 kW 


AUFGABEN 


2.45 a) 1-8- = ? A 
cm 3 m 3 


i) 17- = ? 


kg 


bJISU-ä-= ? -pä- c) 5f = ?■?& 

-1 J—1 j m 3 

g)io-L= ? -8-j 
m 3 cm 3 

k) 24^ = ? — 


kg 


e) 0 1 

dm 3 


t 


10 m 3 
1 


j) 23—r- = ? . 

mm h 


dm 3 

kg 

dm 3 

m 3 


d)12 M = ?JL 

m 3 cm 3 

h)500^= ? - 
min s 

|) 34-2^- = ? - 

min s 


2.46 a) 1^8 =? * b) 1 ^ 8 iü = ? *JB c) 15 kg_cm = ? gm kgm ? gern 

s 2 s 2 s 2 h 2 s 2 s 2 h 2 s 2 

2.47 Bringen Sie die gegebenen Größen auf die Grundeinheiten, berechnen Sie die ver¬ 
langten Größen und geben Sie die Ergebnisse mit der SI-Einheit an: 


a) v =12 km, 

t =30 s, 

v = ? 

b) s =3 m, 

t = 1 ms, 

v = ? 

c) u =240-, 
s 

t =2 min, 

5 = ? 

-i km 

d) ü =3 1T’ 

t =60 s, 

5 = ? 

e) m = 200 g, 

- A m 
a =70—, 
s 2 

F = ? 

0 rn= 5 t, 

0=3-^, 

s 2 

F = ? 

g) F =5 kN, 

s =30 m, 

W= ? 

h) F =20 N, 

s =6 km, 

IL= ? 

i) IT=30kJ, 

t =600 s, 

P = ? 

j) IF=36J, 

t = 6 s, 

P = ? 

k) F =20 MN, 

5 =12 mm, 

W= ? 

1) F =3nN, 

5 =20 km, 

IL= ? 

m) W= 3 mJ, 

t = 1,5 • 10 -2 s, 

P = ? 

n) W = 144 kJ, 

f =2 h, 

P = ? 
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2.5 Zahlen begrenzter Genauigkeit 

„Der Mangel an mathematischer Bildung gibt sich durch nichts so auf¬ 
fallend zu erkennen wie durch maßlose Schärfe im Zahlenrechnen. “ 

C. F. Gauß 

Carl Friedrich Gauß (1777—1855) war einer der bedeutendsten Mathema¬ 
tiker, Physiker, Astronomen und Geodäten. 

Als Volksschüler fand er die Formel 
1 + 2 + 3 + ... + «=(l + w)‘ w/ 2, mit der er die Aufgabe 
1 + 2 + 3 +... +100 sehr schnell löste. 

Mit 18 Jahren zeigte er, wie man mit Zirkel und Lineal das regelmäßige 
17-Eck konstruieren kann. 

In seiner Dissertation bewies er als erster den „Fundamentalsatz der Algebra“. 

Gauß befruchtete fast alle Gebiete der Mathematik und der Naturwissenschaften und machte die Uni¬ 
versität Göttingen zu einem naturwissenschaftlichen- Weltzentrum. 



Erklärungen 

Sind alle Stellen einer Zahl bekannt, so sprechen wir von einer vollständigen oder mathema¬ 
tisch genauen Zahl. 

Wir können schreiben 3,2 = 3,20 = 3,200 =... 

Die Aussage, daß die an einem Voltmeter abgelesene Spannung 3,2 Volt beträgt, kann man 
nicht in die Form 17 = 3,20 Volt bringen. Ein genaueres Instrument würde uns vielleicht 
3,23 Volt anzeigen. 

3,2 ist in diesem Fall eine unvollständige Zahl oder eine Zahl begrenzter Genauigkeit. 

Wenn wir £7 = 3,2 V schreiben, so sagen wir damit, daß die Spannung zwischen 3,15 V ein¬ 
schließlich und 3,25 V ausschließlich liegt. 

Wirschreiben: 3,15 V ^U< 3,25 V 

3,20 V bedeutet 3,195 V < U <3,205 V 
3,200 V bedeutet 3,1995 V^ U< 3,2005 V 

3,2 hat zwei geltende Ziffern, 3,20 hat drei geltende Ziffern . .. Der Fehler darf höchstens die 
Hälfte der Einheit der letzten Stelle betragen. 

Wenn bei ganzen Zahlen die letzten Ziffern nicht bekannt sind oder wenn sie als ungenau 
betrachtet werden müssen, so sind diese Zahlen in Gleitkommadarstellung anzugeben (Ab¬ 
schnitt 2.3). 


AUFGABEN 

2.48 Welche Zahlen werden durch die folgenden Zahlen begrenzter Genauigkeit darge¬ 
stellt? 

a) 14,53 b) 0,83 c) 112,7 d) 0,001697 

2.49 Geben Sie die Anzahl der geltenden Ziffern an: 

a) 15,3 b) 17,830 c) 0,007 00 


d) 0,17830 
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Runden 1 


Oft sind Zahlen genau bekannt (z. B. bei Geldbeträgen). Da es aber unzweckmäßig wäre, 
mit dem genauen Wert zu rechnen, werden sie durch Rundung zu unvollständigen Zahlen 
gemacht. 

EINFÜHRENDES BEISPIEL 

0,573 ist auf 2 Dezimalstellen zu runden. 

16,87 ist auf 1 Dezimalstelle zu runden. 

Zu rundende Zahl: 0,573 16,87 

Zu rundende Ziffer: | t 

Gerundete Zahl: 0,57 16,9 

Beim Runden gilt folgende Regel: 


Falls die erste wegzulassende Ziffer <5 ist, bleibt die zu rundende Ziffer unverändert. 

. . . Abrundung! 

Falls die erste wegzulassende Ziffer ^5 ist, wird die zu rundende Ziffer um 1 erhöht. 

. . . Aufrundung! 


Wir veranschaulichen diese Regel durch ein Flußdiagramm und durch ein Struktogramm: 



Mehrfaches Runden ist unzulässig! 

Es ergibt 0,345 gerundet auf 1 Dezimalstelle: 0,3; auf 2 Dezimalstellen: 0,35. 

Zweifaches Runden würde (wegen 0,345 «0,35) 0,4 ergeben. 

0,342 auf 2 Dezimalstellen gerundet, ergibt 0,34 

0,345 auf 2 Dezimalstellen gerundet, ergibt 0,35 

0,345 auf 1 Dezimalstelle gerundet, ergibt 0,3 

0,357 84 auf 4 Dezimalstellen gerundet, ergibt 0,3578 
auf 3 Dezimalstellen gerundet, ergibt 0,358 
auf 2 Dezimalstellen gerundet, ergibt 0,36 
auf 1 Dezimalstelle gerundet, ergibt 0,4 


1 ÖNORM A 6403 
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0,007 854 auf 2 geltende Ziffern gerundet, ergibt 

3,896 auf 3 geltende Ziffern gerundet, ergibt 

8125 auf 2 geltende Ziffern gerundet, ergibt 

17 354 auf 3 geltende Ziffern gerundet, ergibt 

857 auf 2 geltende Ziffern gerundet, ergibt 

0,0079 

3,90 

8,1 • 10 3 

1,74-10 4 

8,6 IO 2 

Um eine positive Zahl zu runden, addiert man zu ihr 5 Einheiten der ersten wegzu¬ 

lassenden Ziffer und schneidet von der Summe die wegzulassenden Ziffern ab. 

BEISPIELE 


0,573 

ist auf 2 Dezimalstellen, 


16,87 

ist auf 3 geltende Ziffern, 


0,345 

ist auf 1 geltende Ziffer zu runden. 


0,573 

16,87 

0,345 

+ 0,005 

+ 0,05 

+ 0,05 

0,57(8 

16,9(2 

0,3(95 

0,57 

16,9 

0,3 


AUFGABEN 

2.50 Runden sie die Zahl 83,647 auf a) 4 b) 3 c) 2 geltende Ziffern. 

2.51 Runden Sie auf 3, 2,1 Dezimalstellen und geben Sie die Fehlergrenzen an! 

a) 17,4285 b) 0,4318 c) 312,8764 d) 7,2382 


Rechnen mit Zahlen begrenzter Genauigkeit 

Wir wollen die unvollständigen Zahlen 3,214; 5,6; 8,17 und 15,38 addieren. 

Die Zahl 5,6 hat nur zwei geltende Ziffern. Die nächsten Ziffern sind nicht bekannt, wir 
schreiben symbolisch: 


3,214? 

Die Addition Zahl und 

Wir runden daher: 3,2 

5,6? 

Fragezeichen ist undurch¬ 

5,6 

8,17? 

führbar! 

8,2 

15,38? 


15,4 



32,4 


BEISPIELE 

1 . Die unvollständigen Zahlen 13,4523 und 8,72 sind zu addieren. 
Lösung: 13,4523 
8,72 
22,17 
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2 . 


Die unvollständigen Zahlen 73,6; 0,025; 2,19 sind zu addieren. 

Wir schreiben die unvollständigen Zahlen mit Fragezeichen und sehen die Unsinnig- 
keit des formalen Addierens in diesem Fall: 


73,6? 73,6 

0,025? daher 0,0 

2,19? 2,2 

75,8 


3. 23,728 4. 36,72 

- 9,13 -19,967 

14,60 16,75 


Auch bei der Multiplikation und Division unvollständiger Zahlen ist übertriebene Genauig¬ 
keit nicht am Platz, was aus den folgenden Beispielen deutlich zu erkennen ist. 


18,93? • 4,27? 
75 72? 

3 786? 

1 3251? 

???? 

80^8 


37,2?? : 8,53 = 4,36 
-3412 
3 1?? 

-2 559 
5??? 

-5118 
— ??? 


Der Techniker führt diese Rechenoperationen mit dem Taschenrechner aus und rundet das 
Ergebnis auf eine dem Problem angemessene Stellenanzahl. 


AUFGABEN 


2.52 Die in der folgenden Aufgabe angegebenen Zahlen sind als unvollständige Zahlen auf¬ 
zufassen. 


Berechnen Sie den Wert der angegebenen Terme: 


a) 17,42 + 6,4 + 8,653 + 27,2 + 9,54 
c) 18,17 + 23 + 9,37 + 0,432 + 8,72 
e) 38,473-27,84 
g) 1523-7,0-10 2 


b) 8,572 + 3,124 + 37,28 + 9,376 

d) 342,12 +12,42 +18,4 + 3,97 +122,7 + 63,89 

f) 0,9372-0,54 

h) 234,25 -17,3 + 68,74 + 9,7 - 93,72 -16,74 


Überschlagsrechnungen 


Auch im Computerzeitalter ist das schnelle und sichere Ermitteln eines Überschlagswerts oft 
notwendig. 


BEISPIELE 

1. Es ist ein Überschlagswert von 817 • 0,92 zu ermitteln. 
Lösung: Es ist 817 «800 und 0,92« 1, folglich 

2. Es ist ein Überschlags wert von 0,692:0,089 zu berechnen. 
Lösung: Überschlagswert: 1:0,1 = 10 


3. 


Es ist ein Überschlagswert von 1:174,3 zu ermitteln. 


Lösung: nfa 


1 _ 5 
200 1000 


817-0,92 «800 


0,692:0,089 «10 


1:174,3 «0,005 
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4. 


542-0,185-64,5 . , U1 , 

x = —6 72 8350 — 1St u ' :)ersc ‘ 1 * a S sweise zu berechnen. 

Lösung: 


Bei vielen Überschlagsrechnungen ist es zweckmäßig, die Zahlen zunächst in Gleit¬ 
kommadarstellung anzuschreiben und erst dann die verlangten Rechenoperationen 
durchzuführen. 


5-W-2-10-'-6-W 60-10 2 1 0 _t 

7-8-10 3 “56-10 3 ” 


jc «1 • 10 _1 


5. 


32,2-4,52-0,0361 

593-2,38-9,7 


ist überschlagsweise zu berechnen. 


Lösung: 


r ~ 


3-10-5-4-10“ 2 10~ 2 

6 - 10 2 - 2-10 10 2 


6. (146,7 cm) 2 ist überschlagsweise zu berechnen. 
Lösung: (146,7 cm) 2 «(1,5 m) 2 «2 m 2 

7. (472 mm) 3 ist überschlagsweise zu berechnen. 
Lösung: (4,72 dm) 3 «(0,5 m) 3 «0,l m 3 


r «5 • 10 -4 


(146,7 cm) 2 «2 m 2 


(4,72 dm) 3 «0,1 m 3 


AUFGABEN 


2.53 


Berechnen Sie überschlagsweise: 


a) 8450-37,8 
d) 5724:18,3 

’ 15 600-0,0843 
8) 412-2,41-72,5 
j) 0,178 2 


b) 0,057 6-84,7 
316-208,7-0,465 
e) 83,45-1745 
54,2-0,342-7,853 
* 4,51-407,2 

k) 5 670 3 


c) 143,5:0,678 
6 530-0,0214 
} 815-29-0,57-9,71 

i) (617,2 cm) 2 
1) (0,00734 m) 3 


Überschlagsweise Berechnung von Quadratwurzeln und Kubikwurzeln 

EINFÜHRENDE BEISPIELE 

1. Der Flächeninhalt eines Quadrats beträgt 9 m 2 . 

Wie lang sind die Seiten? 

Es gilt: A = a 2 a 2 = 9 m 2 bzw. a 1 = 9 

Es ist jene nichtnegative Zahl zu finden, deren Quadrat 9 ergibt. 

Wir schreiben: a = ]/9~ = 3 a =3 m 

und lesen: a ist gleich der Quadratwurzel (der zweiten Wurzel) aus 9, ist gleich 3. 

2. Der Rauminhalt eines Würfels beträgt 125 m 3 . 

Wie lang sind die Seitenkanten? 

Es gilt: V = a 3 a 3 = 125 m 3 bzw. a 3 = 125 

Wir müssen jene nichtnegative Zahl finden, deren Kubikzahl (dritte Potenz) 125 ist, 
und schreiben: 

a = ][U5 = 5 fl = 5m 

a ist gleich der dritten Wurzel (Kubikwurzel) aus 125, ist gleich 5. 
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Beachten Sie die folgenden Zusammenhänge: 


x 1 2 = a . x = fä 

3 

x 3 = a .* = 1 ta 

x n = a . x = ]fä n = 2,3, 4,... 


x" = a <=> x = Ya (n g fy a n ^2; a, x s 1R + ).. 3 

Die n-te Wurzel aus einer nichtnegativen Zahl ist jene nichtnegative Zahl x, deren 
n-te Potenz gleich a ist. 

Wurzelexponent_ 

{Radikand = Wurzel 


Sonderfälle 2 : ]/Ö^ = 0 = 1 ][a = a 

Aus dem Satz: 

Die Quadrate 

einstelliger Zahlen haben 1 oder 2 Stellen, 
zweistelliger Zahlen haben 3 oder 4 Stellen, 

n-stelliger Zahlen haben 2 n — 1 oder 2 n Stellen. 

folgt: 

Hat der Radikand einer Quadratwurzel 
1 oder 2 ganze Stellen, so hat die Wurzel 1 ganze Stelle, 

3 oder 4 ganze Stellen, so hat die Wurzel 2 ganze Stellen, 

(2« — 1) oder 2 n ganze Stellen, so hat die Wurzel n ganze Stellen. 

Diesen Satz wendet man bei der Bestimmung des Stellenwerts einer Quadratwurzel an: 


Um den Stellenwert von Ya (a > 1) zu bestimmen, teilt man die Dezimalzahl a vom 
Komma aus nach links in Zweiergruppen. 

Anzahl der Zweiergruppen des Radikanden = Anzahl der ganzen Stellen der Quadrat¬ 
wurzel. 

Die am weitesten links stehende Zweiergruppe (sie kann aus einer oder aus zwei Ziffern 
bestehen!) heißt maßgebende Zweiergruppe. 

Es gilt: 

Um einen Überschlagswert einer Quadratwurzel zu erhalten, wird die maßgebende 
Zweiergruppe durch die am nächsten liegende größere oder kleinere Quadratzahl er¬ 
setzt. 

Für Ya (a < 1) gelten analoge Vorschriften; der Radikand wird vom Komma aus nach rechts 
in Zweiergruppen geteilt. 


1 IR + ist das Zeichen für die Menge aller reellen, nichtnegativen Zahlen. 

2 0" = 0; 1"=1; a x = a 
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BEISPIELE 

3. |/732 ist überschlagsweise zu berechnen. 

Schrittweise Lösung: 

1. Der Radikand 732 wird in Zweiergruppen geteilt: 

V7 | 32 Maßgebende Zweiergruppe: 7 

2. Zwei Zweiergruppen des Radikanden ergeben zwei ganze Stellen der Wurzel: 

V7 1 32 = .. 

3. Die maßgebende Zweiergruppe 7 wird durch die am nächsten liegende Quadrat¬ 
zahl, also durch 9, ersetzt. 

fl | 32 = 1/9 100 = 30 j/732 « 30 

4. |/0,113 ist überschlagsweise zu berechnen: 

Lösung: 

/0, 1 11 | 30 Der Radikand wird vom Komma aus nach rechts in Zweiergruppen 

geteilt. 

1/0, 1 11 | 30 = 0,. Bereits die erste Zweiergruppe enthält von 00 verschiedene Ziffern, 
folglich ist auch die erste Dezimalstelle der Wurzel =1=0. 
Maßgebende Zweiergruppe: 11 

yo, 1 11 I 30 = yölöö" = 0,3 1/0,113 = 0,3 

Analog wird die Überschlagsrechnung von Kubikwurzeln durchgeführt. 

Es gelten folgende Sätze: 

Die Kubikzahl einer n-stelligen Zahl hat 3 n — 2 oder 3 n — 1 oder 3 n Stellen. 

Hat der Radikand einer Kubikwurzel 3n—2 oder 3 n — 1 oder 3 n ganze Stellen, so hat die 
Wurzel n ganze Stellen. 


Um den Stellenwert von Ya (a > 1) zu bestimmen, teilt man die Dezimalzahl a vom 
Komma aus nach links in Dreiergruppen. 

Anzahl der Dreiergruppen des Radikanden = Anzahl der ganzen Stellen der Kubik¬ 
wurzel. 

Um einen Überschlagswert zu erhalten, ersetzt man die maßgebende Dreiergruppe 
durch die am nächsten liegende (größere oder kleinere) Kubikzahl. 

3 ,— 

Für /a (fl < 1) gelten analoge Vorschriften; der Radikand wird vom Komma aus nach rechts 
in Dreiergruppen geteilt. 

BEISPIELE 

5. Vl 308000 ist überschlagsweise zu berechnen: 

Lösung: |/l | 308 | 000 = . . . Maßgebende Dreiergruppe: 1 

3 _ 3 - 3 - 

1/1 | 308 | 000 « ]/l | 000 | 000 = 100 /l 308 000 « 100 

6 . 1/0,000 492 ist überschlagsweise zu ermitteln. 

Lösung: I/O, | 000 | 492 = 0,0 . Maßgebende Dreiergruppe: 492 

1/0, | 000 | 492 « 1/0,000 512 = 0,08 /0,000 492 « 0,08 

Auf den Seiten 78 und 81 wird gezeigt, wie man ][a und /fl näherungsweise berechnen kann. 
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AUFGABEN 

2.54 Berechnen Sie überschlagsweise: 


a) 1/52 

b) V52Ö" 

c) V38520 

d) ]/3 852 

e) ]/ÖJ 

f) l/ÖflT 

g) y0,00068 

h) j/0,0068 

Berechnen Sie überschlagsweise: 


a) 1/^6 

b) 

c) J/16ÖT 

d) V82570 

e) yöj 

o yö]ör 

g) Vo.ooi 

h) ]/0,006 8 


2.56 Test: Ermitteln Sie überschlagsweise das Ergebnis und geben Sie den Zehnerexpo¬ 
nenten an: 

a) 8 532 -0,085 -3,178 = 2,3-10* 

b) 17,32 • 8,92 • 453,8 • 17 500 = 1,2 • 10* 

c) 4,83 • 38,5 • 178,21 • 3,46 • 10 3 = 1,1 • 10* 

d) 98,2 • 1/493,2 • 17,8 • 0,087 5 = 3,3 • 10' 

e) 1/14,32 -19,87-1/3492 -45,3 = 2-10' 

f) 632,8 -1/0,0245-142,8 -0,0842 = 9,9 -10' 

g) 19,87 -^87j -0,432-23,56 = 8,9 -10' 

h) y2,153 -156,7 -^253^6 -19,32 = 2,4-10* 

i) 98,3 • 14,567 7984,3 • 34,56 = 4,6 • 10* 

j) 2,3047:0,835:1987,3 = 1,3-10-' 

k) 63,78:16,32-94,6 = 3,6-10' 

18,2-943,5-0,1345-0,053 

’ 1730-0,275-0,675 

, 0,082 1 • 182,9■ 43,5 • 875 . , 

m 134,6-0,192-93,8-143,1 = ^>^ 10 


16,5 -yp,872 -0,192-248,3 _ 

V632,8 -0,431-43,1 

V67,52 -25,4-4820-y0,0821 

19,3 • V861,5 - V412,8 • 0,0215 
19,43 -0,872 67,2-10,3 . , 

6,87 V\2£~ = 8,6 10 V 


1,5 10* 


• 1,7 -10* 


3,87 • ]/6 752 -0,095 
1482-0,853-17,3 

14,8 -VO,427 -0,193 


5,31 -]/0,00514 
15,2 3 

V4832 


= 1,2 - 10 * 


164 


- ^135^2 19,52-1/17 832 


= 2 - 10 * 


Wenn Sie beim Lösen dieser 18 Aufgaben mehr als 3 Fehler gemacht haben, dann beherr¬ 
schen Sie die Überschlagsrechnung nicht in dem für unsere Schulen notwendigen 
Ausmaß. Arbeiten Sie dann den Abschnitt 2.5 noch einmal durch. Es ist schließlich kein 
Meister vom Himmel gefallen! 
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2.6 Rechnen mit dem Taschenrechner 



„Die Zukunft gehört jenen jungen Menschen, welche den technischen 
Fortschritt unserer Zeit am besten zu nützen verstehen. “ 


Konrad Zuse 


Konrad Zuse (geb. 1910 in Berlin) vollendete 1941 seine Z3, die erste pro¬ 
grammgesteuerte Rechenanlage der Welt, mit der das Computerzeitalter be¬ 
gann. 


Um den Schüler von Routinerechnungen zu befreien, verwenden wir Taschenrechner. Dies 
wird durch das Gesetz gefordert. Der Lehrplan schreibt vor: Gebrauch der in der Praxis übli¬ 
chen Rechengeräte. 

Dieser Abschnitt wurde gegenüber früheren Auflagen verkürzt, weil die bisher üblichen Ta¬ 
schenrechner immer mehr durch BASIC-Rechner ersetzt werden. Die Ausrüstung der 
Schüler wird in den nächsten Jahren verschieden sein. Die Schüler werden daher gezwungen 
sein, das im Unterricht auf diesem Gebiet erworbene Wissen durch Studium der Rechnerge¬ 
brauchsanweisung zu vervollkommnen. 

In diesem Abschnitt werden daher nur Aufgaben gebracht. 

Beachten Sie, daß vor jeder Rechnung eine Überschlagsrechnung durchzuführen ist! 

Vertrauen Sie nicht darauf, daß Sie sich beim Eintasten der Ziffern und Zeichen nie 
irren, sondern rechnen Sie zur Kontrolle jede Aufgabe ein zweites Mal, und zwar nach 
Möglichkeit auf eine andere Weise, indem Sie etwa die Reihenfolge der Summanden 
oder Faktoren vertauschen. 


AUFGABEN 

2.57 Berechnen Sie mit Hilfe des Taschenrechners auf 4 geltende Ziffern: 


a) 58,43 + 43,18-9,62-18,43 



c) 16,95 -13,42 • 8,75 + 4,83 • (-16,21) • (- 21,21) d) 


e) 153,4 - 0,92 • (172,8 -119,5) +16,82 • 0,453 


876-0,0427 

0,528 


g) 8 536,5 -16,72 • (638,5 - 579,7) + (-14,8) • (39,7) h) 


0,064-3,24 

4,85 
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2.58 Berechnen Sie mit Hilfe des Taschenrechners auf 3 geltende Ziffern: 
x 763 *5,37-0,067 3 _ 63,9-17,2-395 

Mc.Ann nnnnnc n b ) 


2150000-0,000059 

1395-0,594-67,3 

3,87-0,925 

0,462-17,3-482 

7,25-0,927 


0,659-5,96 

167-6,32-0,546 

8320-0,029 

672-0,16-3,42 

0,023-932-0,72 


2.59 Berechnen Sie mit Hilfe des Taschenrechners auf 5 geltende Ziffern: 


a) 


842-0,927 65,7-13,9 
34,5-17,2 0,83-36,6 


e) 


(16,72 - 19,83) -(128,5 - 103,7) 


92,87 


1 


b) 


14,2-6,42- 3,17 3 520 • 0,082 7 


c) 83,92 -7,85 ^8,97 d) 1832,4 


543 43,6 

1542,3 


2,92- 
146,9 - 


64,8 
' 28,7 

53.7 

12.8 


1 


1 


10,82 - 5,32 0,852 • (3,12 - 4,33) 


3,17 4- 0,92 3,17 - 0,92 


2.60 Berechnen Sie mit Hilfe des Taschenrechners x auf 4 geltende Ziffern: 

v = _i_i_ _i_L M i = _i_ i__J_L 

* 46,2 50,9 72,8 11,5 ' x 6,17 8,12 + 9,32 3,12 


2.61 Berechnen Sie mit dem Taschenrechner auf 4 geltende Ziffern: 
a) 1,763 2 b) 8,34:4,32 2 c) (4,16-10 -4 ) 2 

e) 39,17 + 6,03 2 f) 12,3 +(37,2-8,37) 2 


d) 19,35 2 :7,32 2 


2.62 Berechnen Sie mit dem Taschenrechner auf 4 geltende Ziffern: 
a) 13,7 2 n b) 0,182 2 ^ c) 17,8 ?r 


d) 391,2: n 


2.63 Berechnen Sie den Flächeninhalt und den Umfang des Kreises mit 


a) r = 9,4 m 


b) d = 3,82 dm 


c) <7 = 7,8 cm 


d) r = 35,6 mm 


2.64 Berechnen Sie den Durchmesser des Kreises: 

a) ^4 = 17,2 cm 2 b) £7 = 49,5 dm c) r = 12,4 cm 


d) £7 = 6,7 km 


2.65 Berechnen Sie mit dem Taschenrechner auf 4 geltende Ziffern: 
a) 6,83 5 b) 1/185,34 c) 0,091 3 

e) (16,72 3 ) 4 0 9,8 5 :3,4 4 g) 7,82 3 

’ 4_ 

6 , 2-]/2 


6,91-7,22 2 fn 

l/22j-füs J ^7 


k) 


7,1 yä" 


d) ]/ÖJ 

h) j/0,0845 :6,19 
9,4 17 


1) 


fvT ][9Ä 
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3. Aussagen 


Nach dem Durcharbeiten dieses Abschnitts werden Sie folgendes können: 

■ die Begriffe Aussage und Aussageform erklären; 

■ wahre und falsche Aussagen unterscheiden; 

■ die Symbole -> a v => ' o an wenden; 

■ die Begriffe Voraussetzung, Behauptung, notwendige Bedingung, hinreichende Bedingung anhand 
von Beispielen erklären. 


Wir beschränken uns hier auf die Erklärung der im Mathematikunterricht verwendeten Be¬ 
griffe und Symbole. 


3.1 Begriff „Aussage“ 

EINFÜHRENDE BEISPIELE 

Wir ordnen den folgenden Sätzen einen „Wahrheitswert“ zu, indem wir feststellen, ob der 


betreffende Satz „wahr“ 

oder „falsch“ ist. 


1. ^2 ist eine ganze Zahl 

2. 3<7 

3. — 7> -3 

4. 5>5 

5 . 32 + 42 = 52 

6 . Wieviel ist 5 + 11? 

Lösungen: 1. falsch 

2 . wahr 

3. falsch 

4. wahr 

5. wahr 

6 . keine Aussage 


Kennzeichnend für eine Aussage ist: 

Eine Aussage ist entweder wahr oder falsch. 

Anders formuliert: 

Jede Aussage hat einen Wahrheitswert 1 , entweder wahr oder falsch. 


AUFGABEN 

3.01 Geben Sie an, ob es sich bei den folgenden Texten um wahre Aussagen oder falsche 
Aussagen oder keine Aussagen handelt: 
a) 8 + 9 = 17 b) 3 + 4 = 8 

c) Wieviel ist 7 + 5? d) 2 ist die einzige gerade Primzahl 

3.02 Welche der folgenden Aussagen sind wahr? 

a) 2>0,5 b) 6<9 c) 4 + 4 d) 3<3 

e) — 3 < — 1 0 tj>\ g) |-| h) -5>-l 


1 Die Bezeichnung „Wahrheitswert“ stammt vom Begründer der modernen mathematischen Logik, dem 
deutschen Mathematiker und Philosophen Gottlob Frege (1848—1925). 
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3.2 Zusammensetzung von Aussagen 
Negation 1 Zeichen:-. Sprechweise: nicht ... 

Die Negation -i A ist nur dann wahr, wenn A falsch ist. 
BEISPIELE 

1 . a ... es regnet a ... es regnet nicht 

2. A ... a<b -i A .. . a^b 


Konjunktion 2 Zeichen: a Sprechweisen: ...und... 

sowohl... als auch .. . 


A a B ist nur dann wahr, wenn sowohl A als auch B wahr ist. 


BEISPIELE 

1. Für „x ist Element von A und x ist Element von 2?“ oder anders ausgedrückt 
„x ist sowohl Element von A als auch von B“ schreibt man: (x e A) a (x e B) oder 
kürzer x e A a x g B. 

2. Der Punkt P liege auf der Geraden g und auf der Kreislinie k. 

Wir schreiben: P e g a P g k 


Disjunktion 3 Zeichen: v Sprechweisen: ...oder... 

... oder... oder beide . .. 

A v B ist genau dann wahr, wenn mindestens eine der Aussagen A, B wahr ist. . . . 4 
Diese Definition ist gleichwertig mit: 

A v B ist nur dann falsch, wenn sowohl A als auch B falsch ist. 

Das hier verwendete oder heißt nichtausschließendes oder. 

BEISPIELE 

1. 3 = 5v3<5 ist eine wahre Aussage. 

2. 3 = 5v3 = 2 ist eine falsche Aussage. 


1 negatio (lat.) = Verneinung; für schreibt man auch NON. 

2 coniunctio (lat.) = Verbindung; für a schreibt man auch AND. 

3 disiunctio (lat.) = Trennung; für v schreibt man auch OR. 

4 ... A oder B oder beide wahr sind 
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3. 


E, 

E 2 

E \ a E 2 
E x v E 2 


Maschine 1 fällt aus. 

Maschine 2 fällt aus. 

Beide Maschinen fallen aus. 

Sowohl Maschine 1 fällt aus als auch Maschine 2 fällt aus. 
Mindestens eine Maschine fällt aus. 

Entweder Maschine 1 fällt aus oder Maschine 2 fällt aus oder beide 
Maschinen fallen aus. 


Exklusives Oder 


Außer dem „nichtausschließenden ODER“, dem OR, gibt es auch das „ausschließende 
ODER“ oder „Exklusiv-ODER“, für das man kurz XOR schreibt. 


H 


A XOR B ist nur dann wahr, wenn genau eine der Aussagen A, B wahr ist. 


BEISPIELE 

1. Karl lebt oder ist tot. 

2. 3 ist eine gerade oder eine ungerade Zahl. 

Veranschaulichungen: 

AND Serienschaltung von zwei Schaltern. 

OR Parallelschaltung von zwei Schaltern. 

XOR Wechselschalter; er ermöglicht das Ein- oder Ausschalten eines oder mehrerer 
Verbraucher von zwei Stellen aus. 

Noch folgende Zusammensetzungen von Aussagen werden oft verwendet: 

NOR ist eine Zusammensetzung von NOT und OR. 

NAND ist eine Zusammensetzung von NOT und AND. 

Zusammenfassung der Zusammensetzung von Aussagen 


A 

B 

-,A 

B 

A aB 

AvB 

A XOR B 

A NOR B 

A NAND B 

w 

xv 

f 

/ 

xv 

xv 

f 

f 

f 

xv 

f 

f 

xv 

f 

w 

w 

f 

XV 

f 

xv 

xv 

f 

f 

w 

w 

f 

XV 

f 

f 

w 

xv 

f 

f 

f 

XV 

XV 


Diese Tabelle heißt Wahrheitstafel. 

xv bedeutet „wahre Aussage“, / bedeutet „falsche Aussage“. 

Die zweite Zeile der Wahrheitstafel bedeutet z. B.: 

Wenn A eine wahre Aussage ist und B eine falsche, dann ist -,A eine falsche Aussage, 
-i B eine wahre Aussage, A a B eine falsche Aussage und A v B eine wahre Aussage usw. 



















44 


3. Aussagen 


3.3 Beziehungen zwischen Aussagen 

Implikation 1 (Folgerung) Zeichen: => Sprechweisen: wenn .. . dann .. . 

aus . . .folgt. . . 

... impliziert. .. 


A=> B bedeutet: Wenn ,4wahr ist, dann ist B wahr. 

Wenn A falsch ist, dann kann B wahr oder falsch sein. 
Diese Definition ist gleichwertig mit: 

A => B ist nur dann falsch, wenn A wahr und B falsch ist. 

Wenn A => B gilt, so heißt 

die Voraussetzung A eine hinreichende Bedingung für B, 
die Behauptung B eine notwendige Bedingung für A. 


BEISPIELE 

1. x ist ein Trapez => x ist ein Viereck 

Wir lesen: „Wenn x ein Trapez ist, dann ist x ein Viereck“ oder „Aus x ist ein Trapez 
folgt x ist ein Viereck“. 

Beachten Sie: Wenn x kein Trapez ist, dann kann x ein Viereck sein (z. B. ein Deltoid) 
oder kein Viereck sein (z. B. ein Kreis). 

x ist ein Trapez ist eine hinreichende Bedingung für x ist ein Viereck, 
x ist ein Viereck ist eine notwendige Bedingung für x ist ein Trapez. 

(Es gibt kein Trapez, das kein Viereck ist.) 

2. fleZ a kZ => (a-b)e Z 

Wenn a und b ganze Zahlen sind, so ist a — b eine ganze Zahl. 

Beachten Sie: Die Umkehrung gilt nicht! 


Äquivalenz Zeichen: o Sprechweisen: . . . äquivalent... 

wenn ..., dann . .. und umgekehrt 
aus .. .folgt. . . und umgekehrt 
. . . dann und nur dann, wenn . . . 

. . . genau dann, wenn . . . 




Zwei Aussagen heißen äquivalent, wenn entweder beide wahr oder beide falsch sind. 


BEISPIELE 

1. R ist älter als S o S ist jünger als R 

2. x ist durch 5 teilbar o jc ist ein Vielfaches von 5 

3. a < b o a liegt auf der Zahlengeraden links von b 

H 4. 

Ein Produkt ist dann und nur dann Null, wenn mindestens ein Faktor Null ist. 


a -b = 0 o < 2=0 v b = 0 


implicatio (lat.) = Verflechtung 
aequivalentia (lat.) = Gleichwertigkeit 
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5. x 2 = 1 o x = 1 v x = — 1. 

x =1 o x 2 = l ist falsch. x = 1 => x 2 = l ist wahr. 


6. (y4 B) => (-n5 => 

Diese Beziehung ist die Grundlage des indirekten Beweises. 


A o B ist gleichbedeutend mit (A => B) a (B => A). 
Wenn A <=> B gilt, so heißt 

A notwendig und hinreichend für B, 

B notwendig und hinreichend für A. 


AUFGABEN 

3.03 Gegeben sind die vier Aussagen: A: 2<5, B: 3 = 3, C: 4^2, D: 1 = 4. 
Geben Sie an, ob die angeführten Aussagen wahr oder falsch sind: 

a) -i A, -i C, AvC, C v D, B a C, C a D; 

b) B, -i D, Av B, B v D, A a B, A a D. 

3.04 Gegeben sind die Aussagen: A : 5 e Q, B : 4eZ - , C: — 3$Z + , Z): OeN. 

Geben Sie alle möglichen Negationen, Konjunktionen und Disjunktionen an, die 
a) wahr sind; b) falsch sind. 


3.4 Aussageformen 

EINFÜHRENDES BEISPIEL 
x + 2 = 5 stellt zunächst keine Aussage dar. 

Wenn wir vereinbaren, daß x ein Zeichen für ein beliebiges Element der Menge {1, 2, 3, 4} 
ist, so erhalten wir für jedes x einen Satz, der wahr oder falsch ist. 

1 + 2 = 5 falsch 2 + 2 = 5 falsch 

3 + 2 = 5 wahr 4 + 2 = 5 falsch 


Unter einer Aussageform verstehen wir einen Text, der eine oder mehrere Variablen 
enthält und der bei Belegung der Variablen mit Elementen der Grundmenge zu einer 
Aussage wird. 

Wir nennen: 

x + 2 = 5 eine Aussageform, 
das Zeichen x eine Variable, 

G = {1, 2, 3, 4} die Grundmenge dieser Aussageform, 

L = {3} die Lösungsmenge dieser Aussageform, 

das Ersetzen der Variablen durch ein Element der Grundmenge eine Belegung der 
Variablen. 


BEISPIELE 

1. Aussageform: x ist durch 5 teilbar; G = N 

Wir erhalten w. A. für x = 5, x = 10 usw. => L = {5,10,15,...} 

Aussageform: 12 2 + x 2 = 13 2 a) G = N => L = {5} 

b) G = Z ^ L = { —5, 5} 


2. 








4. Mengen 


Georg Cantor (1845—1918) entwickelte 1872 eine Axiomatik der reellen 
Zahlen und anschließend die Mengenlehre und Ansätze der allgemeinen To¬ 
pologie. 

Cantor hatte viele Schwierigkeiten bei der Durchsetzung seiner Ideen. 
Sein Hauptgegner war Kronecker. 


Nach dem Durcharbeiten dieses Abschnitts werden Sie folgendes können: 

■ Mengen durch Aufzählen ihrer Elemente darstellen; 

■ dieZeichen e und £ anwenden; 

■ endliche Mengen, unendliche Mengen und die leere Menge unterscheiden; 

■ zwischen der Menge mit dem Element 0 und der leeren Menge unterscheiden; 

■ Teilmengen einer Menge bilden; 

■ die Gleichheit oder Ungleichheit von Mengen bestimmen; 

■ den Durchschnitt von Mengen bilden; 

■ die Vereinigungsmenge von Mengen bilden; 

■ die Differenzmenge zweier Mengen bilden; 

■ die Ergänzungsmenge einer Menge in bezug auf eine Grundmenge bilden; 

■ mit Mengenbeziehungen operieren. 



4.1 Menge, Element einer Menge 

Wir können die Begriffe Menge und Element einer Menge nicht durch einfachere Begriffe 
ersetzen 1 . 

Wir fassen Menge und Element einer Menge als Undefinierte Urbegriffe auf. 

Wenn x; ein Element von M ist, schreibt man: x e M 
Wenn * nicht zur Menge M gehört, schreibt man: x $ M 



1 Vom französischen Mathematiker Blaise Pascal (1623 — 1662) stammt die folgende Regel für 
Definitionen: Es soll kein Ding definiert werden, das in sich selbst so bekannt ist, daß man keine noch 
klareren Begriffe hat, um es zu erklären. 

Beispiel: Man kann nicht die geometrischen Objekte „Punkt“ und „Gerade“ definieren; man kann nur 
beschreiben, was man mit ihnen tun kann. 
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BEISPIELE 

1. Die Menge der Schüler einer Klasse. 

Elemente dieser Menge: Alle Schüler dieser Klasse. 

2. Die Menge N der natürlichen Zahlen. Elemente dieser Menge: 0,1, 2, 3,... 

5 ist eine natürliche Zahl :5 gN 3,14 ist keine natürliche Zahl: 3,14 $ N 

3. Die Menge aller Punkte einer Geraden. 

Der Punkt P liegt auf der Geraden g, wobei g die Menge aller auf der Geraden 
liegenden Punkte bedeutet. Man sagt: P liegt auf g, P gehört zur Menge g, der Punkt p 
ist ein Element der Punktmenge g oder P ist ein Element von g und schreibt: P e g. 

4. Die Menge aller Zahlen, die sowohl kleiner als 1 als auch größer als 2 sind, enthält 
kein Element. Eine solche Menge heißt leere Menge und wird mit dem Symbol { } be¬ 
zeichnet. 


Wir treffen folgende Vereinbarungen: 




1. Bei der Festlegung einer Menge kommt es nicht auf die Reihenfolge der Elemente der 
Menge an. 

2. Ein und dasselbe Ding kann einer Menge nur einmal als Element angehören. 

3. Es gibt eine Menge ohne Elemente, die leere Menge; wir schreiben { }. 


^ Mit dem Begriff Menge ist keine Aussage über die Anzahl der Elemente verbunden. 

Es gibt eine Menge, die kein Element enthält, die leere Menge { }. 

Es gibt Mengen mit einem einzigen Element. 

Es gibt Mengen mit endlich vielen Elementen. 

Es gibt Mengen mit unendlich vielen Elementen. 

Mengen mit endlich vielen Elementen bezeichnet man als endliche Mengen. 

Zu ihnen zählen wir auch die leere Menge. 

Mengen mit unendlich vielen Elementen bezeichnet man als unendliche Mengen. 

Zu ihnen gehört zum Beispiel die Menge der natürlichen Zahlen. 

^ Mit dem Begriff Menge ist keine Aussage über die Art der Elemente verbunden. 

Es gibt Mengen, deren Elemente Zahlen sind; die Zahlenmengen. 

Es gibt Mengen, deren Elemente Punkte sind; man nennt sie Punktmengen. 

Es gibt Mengen, deren Elemente Zahlen und/oder Punkte und/oder andere Dinge sind. 


AUFGABEN 

4.01 Geben Sie die Elemente der Menge der 

a) geraden Zahlen b) ungeraden Zahlen 

c) Primzahlen d) Zahlen 

der gegebenen Gesamtheit 1,1, 5, 7, 7, 7, 8, 9,10 an. 

4.02 Die Zahl 5 ist eine ungerade Zahl. Wir sagen „5 gehört zur Menge der ungeraden na¬ 
türlichen Zahlen“ und schreiben 5 e f^ u . 

Die richtigen Zeichen sind einzusetzen: 4 ? N u ; 7 ? N u ; 10 ? N u ; 1 ? Nd u . 

4.03 Symbolisch ist zu schreiben: a) ^ gehört nicht zur Menge N der natürlichen Zahlen 

b) Der Punkt Q liegt auf der Kreislinie k c) Die Gerade g liegt in der Ebene E 
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4.2 Darstellung von Mengen 

Manchmal ist es möglich und zweckmäßig, eine Menge durch direkte Angabe aller 
Elemente, also durch Aufzählen, festzulegen. 

Man setzt, um Text und Platz zu sparen, die Namen der Elemente, durch Beistriche oder 
Strichpunkte getrennt, in geschwungene Klammern. 

Wir lesen {a, b, c, d} als „die Menge, die aus den Elementen a, b, c und d besteht“. 
BEISPIELE 

1. {2} 2. {0,3} 3. {Vater, Mutter, Sohn, Tochter} 

Für die Darstellung der wichtigsten Zahlenmengen verwenden wir folgende Symbole: 


N = {0,1,2,...} Menge der natürlichen Zahlen 
N* = {1, 2, 3, . ..} Menge der natürlichen Zahlen ohne 0 
Z — 2, — 1, 0,1,2,...} Menge der ganzen Zahlen 

<Q Menge der rationalen Zahlen (kurz: Bruchzahlen) 

IR Menge der reellen Zahlen 


Man kann Mengen auch durch Beschreibung darstellen. Es wird durch Texte oder Formeln 
mitgeteilt, wie man die Elemente gewinnen kann. 

BEISPIELE 

4. Statt (0, 1, 2, 3, 4, 5} kann man symbolisch {x\x e N a jc < 6 } oder {x\x e N a 
schreiben. 

Der Strich „|“ steht in der obigen Schreibweise für die Redewendungen: „für die 
folgendes gilt“ und „mit der Eigenschaft“. 

{x|...} wird gelesen: Die Menge aller Elemente x, für die folgendes gilt: .. . oder: Die 
Menge aller x, mit ... 

{x|x g N a x <6} wird gelesen: Die Menge aller Elemente x, für die folgendes gilt: x ist 
eine natürliche Zahl und x ist kleiner als 6. 

5. Alle Punkte P einer Ebene, die von einem Punkt M höchstens die 
gehören zur Kreisfläche K. 

Wir können symbolisch schreiben: 

K = {P\P£EAUP^r} 

Für den Satz: Die Kreislinie k ist die Menge aller Punkte P 
der Ebene E, die vom Punkt M die Entfernung r haben, 
schreiben wir kurz: k = {P\P e Ea MP=r} 

Zusammenfassung: 

Man kann eine Menge angeben: 

1. durch ein Symbol, 

2. durch Aufzählung aller Elemente: M = {a lf a 2 , ..., a „}, 

3. durch Angabe der mengenbildenden Eigenschaft und der Grundmenge. 


Entfernung r haben, 
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AUFGABEN 

4.04 Stellen Sie die folgenden Mengen durch Aufzählen der Elemente dar: 

a) A ={x|x = 10} 

b) C = {m|m ist ein österreichisches Bundesland} 

c) D = {z\z ist ein Staat, der an das Bundesland Salzburg grenzt} 


4.05 Stellen Sie im beschreibenden Verfahren dar: 

a) M,-{3,4, 5,6} b) M 2 = {5, 7, 9,11} 

M 4 = {6, 8,10,...} e) M 5 = {5, 7,11,13} 



M 3 = {- 4, -3, -2, -1} 
M 6 = {11,13,15,17} 


4.06 Stellen Sie die folgenden Mengen im aufzählenden Verfahren dar; 

a) M a = {jc|x g f^J a 3 < x <7} ...* -^t^f~M^{x\x e N A x <5} 


t), M 3 = {x\x eN a x < 10} 


Hü—- 


4.07 Stellen Sie durch das beschreibende Verfahren dar: 
M 1 = {1,3,5, 7} 
c) M 3 = {2,3, 5,7,11,13} 



d) M 4 = {x\x g f\l a x < — 3} 


b) M 2 = {- 3, -2, -1} 
d) M 4 = {4, 5,6,...} 


V 


i/rUydA 


4.3 Gleiche Mengen 


4 77 , W 




A = B o (x eA o x e B) 

Zwei Mengen A und B heißen genau dann gleich, wenn sie dieselben Elemente haben. 

Diese Beziehung zwischen zwei Mengen wird durch das vertraute Symbol = 
beschrieben. 


Wenn sich zwei Mengen A und B in mindestens einem Element unterscheiden, so schreibt 
man A 4= B und liest: „Die Menge A ist ungleich der Menge 5.“ 


BEISPIELE FÜR GLEICHE MENGEN 

1. {a, b, c} = {a, c, b} = {b, a, c} = {b, c, a} = {c, a, b} = {c, b, a} 

2. Die Menge aller gleichseitigen Dreiecke ist gleich der Menge aller gleichwinkligen 
Dreiecke. 


AUFGABEN 

4.08 {a} = {b} ist genau dann richtig, wenn ? richtig ist. 

4.09 {a, b) = {r, 5} ist genau dann richtig, wenn ? a ? v ? richtig ist. 
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4.4 Teilmengen 

EINFÜHRENDES BEISPIEL 

M ist die Menge aller Autos und T die Menge aller 
PKW. 

Alle PKW sind Autos. Alle PKW sind daher sowohl 
Elemente der Menge T als auch der Menge M. 

Man sagt: 

T ist eine Teilmenge von M oder „Die Menge T ist in der Menge M enthalten“ 
und schreibt: TQM 

Das Inklusionszeichen c erinnert an das Zeichen S. 



L^J AgB o (xeA ^ xeB) 

Eine Menge A heißt Teilmenge von B (in Zeichen: A QB), wenn jedes Element von A 
auch Element von B ist. 

Wenn A nicht Teilmenge von B ist, schreibt man: A £ B. 

^ Die leere Menge ist Teilmenge jeder Menge. 

Jede Menge enthält sich selbst als Teilmenge. 

Wenn man besonders hervorheben will, daß die Menge M außer den Elementen von T noch 
andere Elemente enthält, so schreibt man T c M und sagt: T ist eine echte Teilmenge von M. 


AUFGABEN 

Geben Sie an, welches der Zeichen c: bzw. cg für das Fragezeichen zu setzen ist: 

Mi = {a, ß, y, 6, e}, M 2 = {a, y}, M 3 = {y, ö, e), M 4 = { } 

M 2 ? M, Mi ? M 3 M 4 ? M, M 4 ? M 2 

Geben Sie die Beziehungen zwischen den folgenden Mengen an, wobei 
N g = {0, 2, 4, 6,...} und N U = {1, 3, 5,...} gilt: 

N?Z N g ?f^ N U ?N Z ? Q Q ? R Z?R 

Wie lauten die echten Teilmengen von M = {1, 2, 3, 

Wie lauten alle Teilmengen von M = {1, 2,^}? 

Wenn alle Elemente von B auch Elemente von A sind und es mindestens ein Element 
x gibt, welches zu A, aber nicht zu B gehört, so gilt: ? 


4.5 Durchschnittsmenge 

EINFÜHRENDES BEISPIEL 

Durch roten Raster ist jene Punktmenge gekenn¬ 
zeichnet, deren Elemente sowohl der Menge A als auch 
der Menge B angehören. Man bezeichnet diese Menge 
als Durchschnittsmenge oder kurz als Durchschnitt der 
beiden Mengen. 



4.10 



4.14 
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Man schreibt dafür An B und liest: Durchschnitt von A und B oder A geschnitten mit B 
oder A (Durch)schnitt B. 


A n B = {x\x 6 A a x<eB} 

Unter der Durchschnittsmenge A n B der beiden Mengen A und B versteht man die 
Menge aller Elemente, die sowohl A als auch B angehören. 


Es gilt sowohl AnBQA als auch AnB^B. 

Man kann beim Durchschnitt A n B von zwei Mengen folgende Fälle unterscheiden 1 . 



AnB = T A n B = { } An B = B A n B = A AnB = A = ß 

A = { }, B ^ AnB = {} B = { }, A => A n B = { } 

A = { },ß = { } => AnB = { } 


Wenn A und B kein gemeinsames Element haben, wenn also A n5={ } gilt, so nennt 
man diese Mengen elementfremd oder disjunkt. 


BEISPIELE 

1. Mi = {1, 3, 4, 7, 8, 9}, M 2 = {3, 4, 5, 6}, M 3 = {4,9}. 

Mi n M 2 und M 3 n M 3 und M 2 n M 3 sind zu ermitteln. 


T0 


Lösung: 


2 . 


3 . 


M\ n M 2 = {3, 4}, M,nM 3 = {4, 9}, M 2 nM 3 = {4}. 

Die zwei Linien l x und / 2 schneiden einander genau 
in iS}, S 2 , S 3 und S$. 

Die Schnittpunkte gehören sowohl der Punktmenge 
/ 3 als auch der Punktmenge l 2 an. S 1? S 2 , S 3 und *S 4 
sind daher Elemente der Durchschnittsmenge / 3 n / 2 . 

Wir schreiben: 5 = {S 3 , S 2 , S 3i 5 4 } = l 3 nl 2 



Die gegenseitige Lage der in einer Ebene liegenden Geraden g A und g 2 kann mit Hilfe 
des Durchschnitts n g 2 unterschieden werden. 


schneidende Geraden parallele Geraden Doppelgerade 
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Zwei parallele Geraden begrenzen ein Flächenstück, 
das man als Parallelstreifen oder kürzer als Streifen 
bezeichnet. 


4. Mengen 


4. 


P 


Die beiden vom Punkt S ausgehenden Strahlen a 
und b begrenzen zwei Flächenstücke, die man Win¬ 
kelfelder nennt. 

Wir betrachten z. B. das Winkelfeld W. 


St 

p' 



Als Durchschnitt dieser Figuren können wir folgende Flächen definieren: 

Parallelogrammfläche Rechteckfläche Quadratfläche 


Pi / st 2 / r . 

St 3 

r. 

St 4 


st i / 

j Par j 

R 


Q 

hi 

Pl /P2 /Pi 

Ps 

p' 3 

P4 

h 4 



Par = St] n St 2 R = St] n S7 3 ; Q = St] n St 4 

P]±p 3 (ß] _L p 4 ) a (h] = h 4 ) 


Dreieckfläche 

D = St n W] 


Trapezfläche 

Tr = St n W 2 



5. Auch andere geometrische Figuren kann man als Durchschnitt von Punktinengen 
erklären, z. B.: 


Kreisbogen Kreisabschnitt Kreisausschnitt 



b = knW Kreisabschnitt = K n St Kreisausschnitt = K nW 
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Die Mengenoperation „Bildung des Durchschnitts zweier Mengen“ ist kommutativ. .. . l 


s 


Es gilt das Kommutativgesetz: A n B = B nA 





A n B n C = { x\x gAax^Baxe C} 

Den Durchschnitt dreier Mengen A, B, C definieren wir als Menge aller Elemente, die 
sowohl A als auch B als auch C angehören. 


Die Durchschnittsbildung ist assoziativ 1 2 , d. h. es kommt nicht auf die Reihenfolge der 
Durchschnittsbildung an. 

s 


Assoziativgesetz (A n B)nC = A n(B nC) 


Man kann daher die Klammern weglassen 
und A n B nC schreiben. 

Wir veranschaulichen die Gültigkeit dieses 
Gesetzes mit Hilfe des Mengendiagramms: 
Linke Seite: Wir ziehen die Begrenzung von 
A n B stark nach und schraffieren dann die 
Ergebnismenge der linken Seite. 

Rechte Seite: Wir ziehen BnC stark nach 
und schraffieren das Ergebnis. 

Beide Ergebnismengen sind gleich. 



AUFGABEN 



4.15 

D II 

11 w 

y 

-4 

B = {3,7,11} 
AnC= ? 

C = {6, 8} 

BnC= ? 

4.16 

D II 

II 

M 2 = {O, A, 3} 

M, n M 3 = ? 

M 2 n{ }= ? 

4.17 

A={ 1,5, 9,13} 
AnB = ? 

B = {1,9,17} 

BnA= ? 

^n{ }= ? 

4.18 

C = {x\x e N a (2<JC<5)} D = {x\x s N a (3<x<7)} 

C n D = ? 

4.19 

R={x\xeZ a(- 

■3<x<8)} S = {x|x 

RnS = 

gZa(-6<x<5)} 

? 

4.20 

** 

^ II II 

II c c 
£ § § 

M 2 = {1, 5, 9} 
M,nM,= ? 

M ] n M 2 n M 2 = ? 

M 3 = { 1,9} 
M 2 nM 3 = ? 

M } n M 2 n M 2 n M 4 


4.21 Überprüfen Sie mit den in den Aufgaben 4.15 und 4.20 angegebenen Mengen das 
Assoziativgesetz des Durchschnitts. 

Anleitung: Berechnen Sie zuerst die linke Ergebnismenge und dann die rechte. 


1 commutare (lat.) = vertauschen 

2 associare (lat.) ^ sich verbinden 

























54 


4. Mengen 


4.6 Vereinigungsmenge 

EINFÜHRENDE BEISPIELE 

1. Durch roten Raster ist jene Menge gekennzeichnet, die 
alle Elemente von A und alle Elemente von B enthält. 

Wir nennen sie die Vereinigungsmenge oder kurz die 
Vereinigung der beiden Mengen. 

Man schreibt dafür AuB und spricht: Vereini¬ 
gung von A und B oder A vereinigt mit B. 

2. Die Menge der negativen ganzen Zahlen, die Menge, die nur die Zahl Null enthält, 
und die Menge der positiven ganzen Zahlen bilden zusammen die Menge der ganzen 
Zahlen. 

Wir schreiben symbolisch: Z = Z“ u {0} u Z + 



AuB = {x\xeA v x e B) 

Unter der Vereinigungsmenge AuB der beiden Mengen A und B versteht man die 
Menge aller Elemente, die A oder B (oder beiden) angehören. 

Beachten Sie, daß in den Definitionen 

A n B = {x\x £ A a x & B] A u B = {jc|x e A v x e B) 
dieZeichen n und a sowie die Zeichen u und v einander entsprechen! 

Veranschaulichung der Vereinigungsmenge 1 zweier nichtleerer Mengen: 



Au B =A Au B = B AuB = A = B 

Für die Vereinigung von Mengen gelten: 

a) das Kommutativgesetz: A u B = B u A 

b) das Assoziativgesetz: (A u B) u C = A u (B u C) 

= (AuC)uB = AuBuC 

Es gilt stets: A n B QA u B 


Bezüglich der Operationen Vereinigung und Durchschnitt gelten zwei Distributivgesetze 2 : 
Au(BnC) = (AuB)n(AuC) 

A n (B u C) = (A n B) u (A n C) 


1 Die Vereinigungsmenge A u B ist durch Raster gekennzeichnet. 

2 distribuere (lat.)«verteilen. Für diese beiden Gesetze ist es (besonders am Anfang) ratsam, das 
Distributivgesetz für Zahlen anzuschreiben 

a • ( b+ c) = (a ■ b) + (a • c) 

und dann einmal • durch u und + durch n zu ersetzen, das zweite Mal • durch n und + durch u . 
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BEISPIELE 

3. M, = { 1,2,3}, M 2 = {4,5}, M 3 = { 1, 2, 3, 4, 5}, A/ 4 = { }. 

Mj u M 2 und Mt u M 3 und M 2 u M 3 und M 2 u M 4 sind zu ermitteln. 

Lösung: 

Es ist M^u M 2 = M 3 , M,uM 3 = M 3 , M 2 u M 3 = M 3 , M 2 u M 4 = M 2 

4. Mj = {1, 2, 3, 4, 5}, M 2 = {2, 4, 6}, M 3 = M,nM 2 . 

Mj u M 2 und M] u M 3 sind zu ermitteln. 

Lösung: 

Es ist M i uM 2 = {1,2, 3,4, 5, 6} und 
M,uM 3 = {1, 2, 3, 4, 5}u{2, 4} = 


AUFGABEN 


4.22 y4 = {l,3,5,7}, £ = {3,7,11}, C = {6, 8} 

a) ,4 u £ b) Au C c) £ u C 

e) AnBnC f) (AuB)n(AuC) g)Au(BnC) 


4.23 ^ = {1,5,9,13}, £ = {1,9,17} 

a) Auß b) (/4u{ })nS 


c) (,4n{ })uß 


4.24 C = {x|x€Na(2S*<5)}, D = {x\x e N a (3<x <7)} 
Cu D CnD 


d) Au B u C 
h) (AnB)u(AnC) 



4.25 Veranschaulichen Sie mit Hilfe von Mengendiagrammen die Gültigkeit 

a) des Kommutativgesetzes 

b) des Assoziativgesetzes 
der Vereinigung von Mengen. 


4.7 Differenzmenge 


EINFÜHRENDES BEISPIEL 

Gegeben sind die Mengen 

A={ 1,2, 3, 4, 5} und £ = {2,4,6, 8}. 

Es gilt: 

v4 u £ = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 8} und An £ = {2,4} 



b \ A 


Die Menge aller Elemente, die zu A und nicht zu £ gehören, also die Menge {1, 3, 5}, 
nennt man die Differenzmenge oder kurz die Differenz der Mengen A und £. 

Man schreibt A\B und liest A ohne B. 


Man schreibt in unserem Fall: A\B = {1, 3, 5} 



Die Menge aller Elemente, die zu £. aber nicht zu A gehören, nennt man Differenz der 
Mengen £ und A. 

In unserem Fall ist £V4 = {6, 8}. 
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A\B = {x|x e A a x <£ B} 

Unter der Differenzmenge A\B der beiden Mengen A und B versteht man die Menge 
aller Elemente x, die zu A und nicht zu B gehören. 


Bei der Definition von A\B wurde nicht BgA vorausgesetzt! 

Analog gilt für die Differenz der Mengen B und A: 

B\A = {x\x e B a x $ Aj 

Aus der Definition folgt und aus der geometrischen Veranschaulichung der Differenzmenge 
ist zu erkennen, daß im allgemeinen A\B B\A ist 1 . 

Die Differenzbildung ist nicht assoziativ; es ist im allgemeinen 

(A\B)\C + A\(B\C). 


AUFGABEN 

4.26 i U = { 9,17, 25, A, O}, K={3, A, O} 

a) U\V b) V\U 

4.27 Zeigen Sie mit Mengendiagrammen: (,4\5)\C={=v4\(i?\C) 


4.8 Ergänzungsmenge 


Es ist Ag G (siehe nebenstehende Abbildung). Alle Elemente von G, 
die nicht zu A gehören, bilden die Teilmenge A\ welche durch 
roten Raster dargestellt ist. 

Man bezeichnet in diesem Zusammenhang G als Grundmenge und 
A' (man liest: A Strich) als Ergänzungsmenge (auch Komplementär¬ 
menge oder kürzer Komplement genannt) von A in bezug auf G. Wir 
erkennen die Beziehung A' = G\A. 


A' = {x\x eG ax€A AAgG} 

Die Menge A'=G\A mit AgG heißt Ergänzungsmenge von A in bezug auf G. 

Es gilt: AnA' = { } AuA' = G (A')' = A 

Diskutieren Sie die Fälle: A=G, A = { } 



BEISPIELE 

1. Gegeben seien N*, N g und N u . 

Bezüglich G = N* gilt: Pd' = Pd g und = ^J u 

2. Das Innere einer Kreisfläche, also {X\XM <r}, ist das Komplement der Kreislinie 
k = { X\XM = r} bezüglich der Kreisfläche K = {X\XM ^ r}. 

Wir schreiben {X\XM < r}= K\k oder {X\XM<r} = k' 


Nur für A = B ist A\B = B\A, und zwar { } 










4. Mengen 


57 


AUFGABEN 

4.28 Bilden Sie A' zu A = {2, 4, 6} bezüglich G = {1, 2, 3, 4, 5, 6}: 

a) A' b) A n G c) Au G 

4.29 Bilden Sie die Ergänzungsmenge A ' zu A = {x\x g N a x > 3} bezüglich N. 

4.30 Bilden Sie {jc|;c e N a x ^ 10}' bezüglich N. 

4.31 Bilden Sie {jc|jc gN a x^ 10}' bezüglich Z. 

Zusammenfassung der Mengenoperationen 


A 

B 

AnB 

AuB 

A\B 

B\A 

A' 

B' 

G 

G 

G 

G 

£ 

£ 

$ 

£ 

G 

£ 

£ 

G 

E 

£ 

£ 

6 

$ 

G 

£ 

G 

£ 

€ 

G 

£ 

E 

£ 

£ 

£ 

£ 

£ 

G 

E 


Die Tabelle ist folgendermaßen zu lesen: 
z. B. 3. Zeile: 

Wenn x$A und x g B, dann gilt x$AnB, xgAuB, x$A\B, 

x e B\A, xgA', x $ B'. 


AUFGABEN 

4.32 Gegeben sind die Mengen: 

A = { 2,4, 5,7}, B = { 1,3, 4, 7, 8}, C = {1, 2, 3, 7, 9} 

Überprüfen Sie damit die Gesetze: 

a) (An B)nC =An(Bn C) 

b) (A\B)\C±A\(B\C) 

c) Au(B n C) = (Au B)n(Au C) 

d) An(B\Q = (AnB)\(AnC) 

4.33 Gegeben sind die Mengen: 

A = {a, b, e,f g), B = {b, c, d, g, hj, C = {a,c,e,fh } 

Überprüfen Sie damit die Gesetze: 

a) (AuB)uC = Au(BuC) 

b) An(Bu C) = (An B)u(An C) 

c) Au(BnC) = (AuB)n(AuC) 

d) A n (B\C) = (AnB) \(^4n C) 













5. Zahlenbereiche 


„Die natürlichen Zahlen hat uns der liebe Gott gemacht, alles andere 
ist Menschenwerk.“ 

L. Kronecker 

Leopold Kronecker (1823—1891), Professor in Berlin, baute die von Fermat 
geschaffene und von Euler und Gauß erweiterte Zahlentheorie weiter aus. 
Stand im Gegensatz zu seinen Zeitgenossen Dedekind (Begründer einer 
Theorie der irrationalen Zahlen) und Cantor (Begründer der Mengenlehre). 



Nach dem Durcharbeiten dieses Abschnitts werden Sie folgendes können: 

■ die genormten Symbole für Zahlenmengen anwenden; 

■ die Einteilung der reellen Zahlen angeben; 

■ die Gesetze für das Rechnen mit reellen Zahlen angeben; 

■ die Begriffe Axiom, Satz und Beweis anhand von Beispielen erklären; 

■ den Begriff indirekter Beweis anhand von Beispielen erklären; 

■ reelle Zahlen auf der Zahlengeraden darstellen; 

■ Intervalle durch Ungleichungen und auf der Zahlengeraden darstellen. 


5.1 Überblick 

Die einfachste mathematische Tätigkeit ist das Zählen. 

Es führt unmittelbar auf IN, die Menge der natürlichen Zahlen 1 : 


N = {0,1,2, 3,...} 


In IN sind die Addition und die Multiplikation uneingeschränkt ausführbar, d. h. die Addi¬ 
tion (bzw. Multiplikation) zweier natürlicher Zahlen ergibt wieder eine natürliche Zahl. 

Die Subtraktion 3 — 10 führt aus fN heraus. 

Wir müssen daher IN erweitern zu Z, der Menge der ganzen Zahlen: 



-3, -2, -1, 0, 1, 2, 3, . 


In Z sind die Addition, die Multiplikation und die Subtraktion uneingeschränkt ausführbar. 
Die Division 3:10 führt aus Z heraus. 

Wir müssen daher Z erweitern zu Q, der Menge der rationalen Zahlen: 

Q= | 

\ a 
1*1 

flGZAk Z \ {0 } j 

t 


Es gibt keine Division durch Null! 


Bezeichnung nach ÖNORM A 6406. Früher verwendete man die Symbole IN ={1,2,3,...} und 
INo = {0,l,2, 3,...}. 
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In Q sind die Addition, die Multiplikation, die Subtraktion und die Division (mit Ausnahme 
der Division durch Null) uneingeschränkt ausführbar. 

Das Potenzieren ist durch a a ■ a ... a= a" definiert. 

I- #i Faktoren-^ 


Das Radizieren (Wurzelziehen) ist eine Umkehrung des Potenzierens. 

Die Aufgabe ]/2~ = ? führt aus Q heraus. 

Wir werden später beweisen, daß ]/^T keine rationale Zahl ist. 

]/2~ gehört zur Menge der irrationalen Zahlen, die man mit D bezeichnet. 

Alle rationalen und irrationalen Zahlen bilden zusammen [R, die Menge der reellen Zahlen: 


R = Q u D 

Übersicht: 



Wir sagen: ^ ist für 6=0 nicht definiert! 

Diesen Sachverhalt kann man, wie in der EDV üblich, durch ein Flußdiagramm oder durch 
ein Struktogramm veranschaulichen. 




Es liegen zwei reelle Zahlen a, 6 vor. 

Bevor wir die Division a/b durchführen, müssen wir abfragen, ob 6 = 0 ist. 
Wenn 6 = 0 ist, dann ist a/b nicht definiert, 

sonst ist die Division durchführbar. 
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5.2 Grundgesetze für das Rechnen mit reellen Zahlen 


Für alle reellen Zahlen a, b, c gelten folgende Grundgesetze: 



Addition 

Multiplikation 

Kommutativgesetz 

a + b = b + a 

a-b = b-a 

Assoziativgesetz 

a + (b+ c) = (a+ b) + c 

a-(b-c) = (a b)-c 

Gesetz vom 
neutralen Element 

a+0 = a 

a-\ = a 

Gesetz vom 
inversen Element 

fl + (-a) = 0 

ö-- = 1 a¥= 0 

a 


Addition und Multiplikation sind verbunden durch das Distributivgesetz. 


a-(b + c) — a b + a-c 


0 ist das neutrale Element der Addition. 

1 ist das neutrale Element der Multiplikation. 

Zu jeder reellen Zahl a gibt es genau eine Gegenzahl — a : 

— a ist das inverse Element von a bezüglich der Addition. 

Zu jeder reellen Zahl a (a¥= 0) gibt es genau eine reelle Zahl —, das inverse Element von a 
bezüglich der Multiplikation. 


5.3 Axiome, Sätze, Beweise 


Wir lernen nun eine wesentliche Arbeitsweise der Mathematik kennen. Man versucht alle 
Gesetze auf möglichst wenige Grundgesetze (Axiome) zurückzuführen und aus diesen durch 
logische Schlüsse weitere Gesetze, die Sätze, zu beweisen. 

In der griechischen Philosophie (Aristoteles) und Mathematik (Euklid) stand „Axiom“ für 
einen unmittelbar einleuchtenden Grundsatz, der weder zu beweisen war noch eines Be¬ 
weises bedurfte. 

Heute geht man von Axiomensystemen aus. 


Als Axiomensystem bezeichnet man ein System von zweckmäßig gewählten Sätzen, den 
Axiomen, aus denen sich weitere Sätze herleiten lassen. 


Einziges Kriterium: 

Axiomensysteme sind nur dann brauchbar, wenn sich aus ihnen keine Widersprüche her¬ 
leiten lassen. 

Wir können das Distributivgesetz a • (b + c) = a • b + a • c als Grundgesetz für die Verbin¬ 
dung von Addition und Multiplikation zweier Zahlen einführen. 

Wir können a-(b + c) = a- b + a- c aber auch als Satz betrachten, der aus dem Kommu¬ 
tativ- und dem Assoziativgesetz der Addition folgt. 
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Wir zeigen nun, wie man diesen Satz beweisen kann: 


a-(b + c) = (6 + c) + (6 + c) + .. . + (b + c) 
I- a mal-1 

A = + b + c +b + c+ " .+ b+c 


= b + b + . . . + b + c+c+. . . + c 
— a mal-1 I- a mal-1 


= f steht für „definitionsgemäß gilt“. 

A = + steht für „aus dem Assoziativgesetz 
der Addition folgt“. 

K = + steht für „aus dem Kommutativge¬ 
setz der Addition folgt“. 


was zu beweisen war. 

Aus unseren Grundgesetzen und dem gerade bewiesenen Distributivgesetz können wir den 
Satz 

(ö + b) ■ c = ac + bc 

beweisen: 

(a + b)-c K =' c-(a + b ) ^ c-a + c-b K =' ac + bc was zu beweisen war. 


Aus unseren Grundgesetzen kann man alle weiteren Gesetze für das Rechnen mit reellen 
Zahlen herleiten. 

Der Zusammenhang Satz — Beweis war schon ein Fundament der 
griechischen Mathematik der Antike. Zwei Zitate zu diesem Thema: 

„ Wir gehen mittels schrittweiser Erörterung von Schluß zu Schluß. “ 

G. Galilei 

Galileo Galilei (1564—1642), italienischer Mathematiker, Physiker, 

Astronom und Philosoph. 

Schuf die moderne Physik, die auf Experiment und mathematische Beschrei¬ 
bung fußt. Er ersetzte in der Physik die Fragestellung „warum?“ durch „wie?“. 

1632 erschien sein Werk „Dialog über die beiden grundlegenden Welt¬ 
systeme, das ptolemäische und das kopernikanische“. 

„ Wenn du wissen willst, was ein mathematischer Satz sagt, schau was sein Beweis beweist. “ 

L. Wittgenstein 

Ludwig Wittgenstein (1889—1951), österreichischer Philosoph mit grundlegenden Werken auf dem Ge¬ 
biet der Erkenntnis- und Wissenschaftstheorie. 

Wir wollen nun ein anderes Beweisverfahren zeigen. 

Wir haben behauptet, daß ]fl keine rationale Zahl ist, sich also nicht in der Form — dar¬ 
stellen läßt. ^ 

Um dies zu beweisen, benötigen wir den Hilfssatz: 


Jedes Quadrat von n e N kann Primfaktoren nur in gerader Anzahl enthalten. 



Beweis: 


*Pi 'Pl 


2 _ 2 «, 2 « 2 

n ~~P\ ' Pl 


••Pk 

n 2n k 

••Pk 


z. B.: 60 =2 2 -3 -5 | quadrieren 

z. B.: 60 2 = 2 4 -3 2 -5 2 


Es treten nur gerade Hochzahlen auf, damit ist der Hilfssatz bewiesen. 


Nun können wir den Satz 


y^T ist keine rationale Zahl. 


beweisen. 
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Das hier angewandte Beweisverfahren — es wird das Gegenteil der Behauptung angenommen 
und gezeigt, daß diese Annahme zu einem Widerspruch führt — heißt indirekter Beweis. 
Wir behaupten vorerst das Gegenteil unseres Satzes, wir behaupten also 


][2 ist eine rationale Zahl: 

Wir quadrieren: 

und multiplizieren mit q 2 : 


T/2 = (p e N, q s N») 



Nun untersuchen wir die Anzahl des Primfaktors 2 auf jeder Seite: 

Links: q 2 enthält den Primfaktor 2 in gerader Anzahl oder gar nicht (Hilfssatz). 

Mit dem Faktor 2, der vor q 2 steht, ist die Anzahl ungerade. 

Rechts: es steht nur p 2 , also ist die Anzahl des Primfaktors 2 gerade. 

Dies ist ein Widerspruch. 

Die Annahme, daß |/2~ rational ist, hat zu einem Widerspruch geführt, das Gegenteil ist 
richtig, was zu beweisen war. 


5.4 Geometrische Darstellung von reellen Zahlen 


Ganze Zahlen kann man durch „ e ^^ e ^ e r , 

äquidistante 1 Punkte auf der_ 

Zahlengeraden darstellen: I 2 ~ ö 1 2 ^ 

Man kann jeder rationalen Zahl genau einen Punkt der Zahlengeraden zuordnen 2 . 




Beachten Sie: 

3 

Zwischen 1 und 2 können wir eine neue Zahl, das arithmetische Mittel von 1 und 2, also - 
einschieben: 

3 .1 + 3/25. 

zwischen 1 und - können wir ---=- einschieben, 

2 2 4 

zwischen 1 und - können wir = ? einschieben, usw. 

4 2 8 


Zwischen zwei rationale Zahlen a und b läßt sich immer eine weitere rationale Zahl ein¬ 
schieben. 

Beweis: 

Sind a und b (a=\=b) zwei rationale Zahlen, so liegt die rationale Zahl a + in der Mitte der 
beiden Zahlen (arithmetisches Mittel). Damit ist der Satz bewiesen. 


äquidistant (lat.) = gleich weit entfernt 


1 

2 ’ 


2 

4’ 


3 

6 ’ 


4 

8 ’ * 


.. sind verschiedene Darstellungen derselben rationalen Zahl. 
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Von zwei rationalen Zahlen a, b kann man stets feststellen 

a = b (a ist gleich b) oder a^b (a ist ungleich b) 


Wenn a =t= b ist, so gilt: 


Entweder a <b (a ist kleiner als b) oder a > b 

Wenn a < b gilt, dann liegt a auf der 

(a ist größer als b ). 

Zahlengeraden links von b. a 0 

1 t 

) 


Auf den Zahlengeraden ist auch Platz für Zahlen, 
die sich nicht als Bruch zweier ganzer Zahlen dar¬ 
stellen lassen. 

1 

<2/ 


Zum Beispiel: ]fl 

( 

) 

■ 1 ^ 

1 V2 2 


Alle Zahlen, die sich auf Zahlengeraden darstellen lassen, heißen reelle Zahlen. 
Alle reellen Zahlen, die nicht rational sind, heißen irrationale Zahlen 1 . 


5.5 Intervalle 

Besondere reelle Zahlenmengen, also Teilmengen von IR, heißen Intervalle. 


Die Menge aller reellen Zahlen x, die die Ungleichungen a<x<b erfüllen, heißt ein 
offenes Intervall; man schreibt ]a, b[. 

Die Menge aller reellen Zahlen x, die die Ungleichung a<x<b erfüllen, heißt ein abge¬ 
schlossenes Intervall; man schreibt [a, b]. 

Ein Intervall, das x als inneren Punkt enthält, heißt ein Intervall um x. 


Man veranschaulicht oft Intervalle durch Strecken auf der Zahlengeraden. 


H - 1 - * - 1 - 1 - 1 - 

-3-2-10 1 2 3 

1-1. 3 [ 

offenes Intervall 

— 1- ♦-1-1- 1 -♦ -^ 

.-3 -2-10 1 2 3 

[ -2, 2 ] 

abgeschlossenes 

Intervall 

H - 1 - ♦- 1 -1- 4- 

-3-2-10123 

[-1. 2 [ 

rechtsoffenes Intervall 

-♦ - 1 - 1 - 1 - 1-♦ - 

-3-2-10123 

1 -3, 2 ] 

linksoffenes Intervall 

H - 1 - 1 - 1 - 1 — f-i - 1 — 

-3-2-1 0 1 a2 3 

1 a. oo [ 

offenes unbeschränktes 
Intervall 


oo ist das Zeichen für Unendlich. 

Für — oo < x < + oo schreibt man auch ] — oo, + oo [ oder kurz R. 
1 Zum Beispiel: ]/2~, , n, e, ... 

























NUMERIK UND ALGEBRA 


6. Rechnen mit Variablen und Termen 


Nach dem Durcharbeiten dieses Abschnitts werden Sie folgendes können: 

■ ganzrationale Terme identifizieren; 

■ Monome, Binome und Trinome unterscheiden; 

■ ein Produkt aus mehreren gleichen Faktoren als Potenz darstellen; 

■ die Begriffe Potenz, Basis, Exponent erklären; 

■ Potenzen mit negativen Exponenten als Potenzen mit positiven Exponenten darstellen; 

■ Potenzen mit gleicher Basis multiplizieren und dividieren; 

■ Potenzen potenzieren; 

■ Potenzen mit gleichem Exponenten multiplizieren und dividieren; 

■ ganzrationale Terme addieren, subtrahieren und multiplizieren; 

■ gemeinsame Faktoren aus Polynomen ausklammern; 

■ Monome potenzieren; Polynome quadrieren; Binome kubieren; 

■ die Formeln a 2 — b 2 = (a + b ) (a - b) 

a} - b 3 = (a — b) ( a 2 + ab + b 2 ) a 3 + b 3 = (a + b) (a 2 - ab + b 2 ) 

anwenden; 

■ Polynome dividieren; 

■ Bruchzahlen als endliche oder periodische Dezimalzahlen darstellen und umgekehrt; 

■ ganzrationale Terme in Primfaktoren zerlegen; 

■ den größten gemeinsamen Teiler und das kleinste gemeinsame Vielfache ganzrationaler Terme 
bestimmen; 

m die Definitionsmenge von Bruchtermen bestimmen; 

■ mit Bruchtermen rechnen. 


6.1 Variable, Term 


Eine Variable ist ein Zeichen für ein beliebiges Element einer vorgegebenen Menge. 

Eine Variable ist also ein Platzhalter, ein Stellvertreter für Zahlen. 

Welchen Buchstaben oder welches andere Zeichen man wählt, ist belanglos, doch muß man 
berücksichtigen, daß in einer Rechnung 

1. für gleiche Variablen nur gleiche Zahlenwerte und 

2. für verschiedene Variablen sowohl gleiche als auch verschiedene Zahlenwerte 
eingesetzt werden können. 

Konstanten, Variablen und deren sinnvolle Verknüpfungen bezeichnet man als Terme. 
Statt Term sagt man auch mathematischer Ausdruck. 

Beispiele für Terme: 4; 6 — 2-5; 7a; a 2 c; n; ]/T; 

9 

3—1-5 sind keine Terme. 

Terme wie 4 oder 6 — 2-5 bezeichnet man als konstante Terme oder Zahlenterme. 
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■ Terme wie a,3x,5 xy, a 2 c ,. . . bezeichnet man als Monome 1 . 

Im Term 3x heißt x die Variable und 3 der Koeffizient 2 oder die Vorzahl der 
Variablen x. 


■ Terme wie 3 a + 2 b bezeichnet man als Binome 3 , weil zwei Summanden Vorkommen. 

■ Terme wie 2a + 0,4b—^c bezeichnet man als Trinome 4 ; sie bestehen aus drei 
Summanden. 


■ Terme wie 3a + 2b; 2a + 0,4b — yc; 3x 3 — 2x 2 + 3y — 5; a n x"+a„_ A x" _1 + ... 
+ a^x + a 0 bezeichnet man als Polynome 5 oder als algebraische Summen. 

■ Terme, in denen nur die vier Grundrechnungsarten auf die Variablen angewendet wer¬ 
den, also Terme, die nur aus Variablen, Konstanten und den Rechenzeichen 4- — 
• und : bestehen, sowie Potenzen mit ganzen Hochzahlen heißen rationale Terme. 

■ 3; 7t; ]/2-x — y; (3x 2 —5) 3 sind ganzrationale Terme. 


J_. 3 jc — 5 _ 
" x ’ X 2 - 9 ’ 


5 x 2 y 
(3 x + y) 2 


sind Bruchterme. 


Ein Term T heißt „für eine Zahl a definiert “ wenn er bei der Belegung der Variablen mit der 
Zahl a in ein sinnvolles Zahlzeichen übergeht. 

Wenn man hervorheben will, daß T ein Term in der Variablen x ist, so schreibt man T(x). Im 
gleichen Sinn sind die Symbole T(a, b), T(x, y, z), .. . zu verstehen. 


Grundmenge G eines Terms 


Die Menge aller Zahlen, die für eine Belegung der Variablen eines Terms vorgesehen 
sind, heißt Grundmenge. 


Wir vereinbaren: Wenn nicht ausdrücklich etwas anderes angegeben ist, dann gelte 
G = \ R. 


Definitionsmenge D eines Terms 


Jene Teilmenge von G, deren Elemente den Term T in eine reelle Zahl überführen, heißt 
Definitionsmenge D von T. 


Es wird z. B. der Term - von allen reellen, von Null verschiedenen Zahlen in eine reelle 
X \ 1 . 

Zahl übergeführt; für x=2 in -, für x=- in 3 usw. 

1 2 3 i 

x = 0 führt den Term - in das sinnlose Zeichen - über. 
t x 0 

Der Term - ist für die Zahl 0 nicht definiert, 
x 

In diesem Fall ist für G = U die Definitionsmenge D = R\{0}. 


monos (griech.) = allein; nomos (griech.) = das Gesetzte. 

coefficiens (lat.) = mitwirkend; 3 bis (lat.)^zweimal; 4 tris (griech.)^dreimal; 5 polys (griech.)^viel. 
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6.2 Potenzen 


Wir haben bereits im Abschnitt 2.2 mit Zehnerpotenzen gerechnet und wollen nun den 
Potenzbegriff auf Potenzen mit reeller Basis und ganzzahligem Exponenten erweitern. 


Produkte, die aus mehreren gleichen Faktoren gebildet werden, nennt man Potenzen 1 . 

Basis Exponent = Potenz bzw. Grundzahl Hochzahl = Potenz 
Durch a n = a • a • ... • a (a e IR; n= 2, 3,4,...) 

n Faktoren 

ist a" für natürliche Exponenten n > 1 und beliebige reelle Basis definiert. 

Um einfache Rechenvorschriften zu erhalten, definieren wir: 



Im technischen Rechnen kommen oft Quadrate und Kuben vor. 


n 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

n 2 

1 

4 

9 

16 

25 

36 

49 

64 

81 

100 

n 3 

1 

8 

27 

64 

125 

216 

343 

512 

729 

1000 


n 

11 

12 

13 

14 

15 

16 

17 

18 

19 

20 

n 2 

121 

144 

169 

196 

225 

256 

289 

324 

361 

400 


BEISPIELE 


2 . 


3. 


5. 


1,6 3 ist eine Schreibweise für 1,6 • 1,6 • 1,6 

(0,78 ti) 4 ist eine Schreibweise für (0,78 ri) • (0,78 ri) • (0,78 7t) • (0,78 7t) 

( — 2) 3 = (— 2) (— 2) (— 2) = — 8 4. 0,7 3 = 0,7 • 0,7 • 0,7 = 0,343 


= 2 5 = 


32 


6 . ( — 3)~ 4 = 


1 

( — 3) 4 


81 


AUFGABEN 

6.01 a) 0,4 2 b) ( —0,8) 3 c) 0,17 2 d) (-0,09) 3 


potentia (lat.) = Macht, Fähigkeit; basis (griech.) = Grundlage; exponere (lat.) = heraussetzen. 
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6.02 a) 5 3 

b) 0,1 4 

- G)’ 

<■> (i) 1 

6.03 a) 5° 

b) (2 0 ) 3 

c) (2 3 ) 0 

«(})' 

6.04 a) 3° 

b) 2-4° 

c) 4-2° 

d) (a-3ft)° 

6.05 a) (3 0 ) 4 

b) (3 4 ) 0 

c) (2°)° 

d) 4°-5° 

6.06 Schreiben Sie mit positivem Exponenten: 

/ 1 \ -3 

d) (w)"’ 

a) 2 -1 

b) 5-’ 

c) iTj 

/ 3 \ -1 

/ 5 \ - l 


/ 7 \ -1 

•>(t) 

0 («) 

g) (j) 

«(«) 

Addition und Subtraktion 

von Potenzen 




Eine Summe (bzw. Differenz) von Potenzen oder Vielfachen von Potenzen läßt sich im 
allgemeinen nur dann zusammenfassen, wenn die Potenzen die gleiche Basis und den 
gleichen Exponenten haben. 


BEISPIELE 

1. 4a 2 + 7 a 2 — 5 a 2 = 6a 2 

2. 3x + 8y —2x —ly = 3x —2x + 8y —7y = x + y 
^ Zuerst ordnen, dann zusammenfassen! 


AUFGABEN 

6.07 a) 3• 2 3 + 4• 2 3 b) 5*3 4 —3 4 c) 14r 3 -8,5r 3 

6.08 a) 5 h 4 — 6 n 4 + 7 n 4 b) 5^ 2 + 4x —4-6 — 7x+'^c 2 — 16 

Multiplikation von Potenzen mit gleicher Basis 

a' -a’={a a • ... a) • (a a • ... • a ) 
r Faktoren a t Faktoren a 
= a a • . . . • a 

r + t Faktoren a 


Potenzen mit gleicher Basis werden miteinander multipliziert, indem man die gemein¬ 
same Basis mit der Summe der Exponenten potenziert. 


BEISPIELE 

1. a 1 • a 5 = a 1 + 5 = a u 


2 . 


a 2 b 3 • ab 4 = a 3 b 7 
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AUFGABEN 


6.09 a) p 5 p 2 b) x 4 x n 

c) y 2a y a + 4 d) 6 2 '6 3 

6.10 a) 2 4 -2 7 b) 9 3 -9 " +1 

c) 2x 3 -5x 2 d) 4 z-8z 2 

6.11 a) 36- 5 -6ft 2 -9- 2 6 7 b) 4q ~ 3 • 5 q 4 ■ 10- 1 q c) 2s“ 3 -9s “ 2 -2s 5 

6.12 a) (a + 2 bf ■ (a + 2 bf b) (q - 3 r) 4 • {q — 3 r) ~ 2 c) (m — 5) “ 3 - (m — 5 ) 7 

6.13 a) 3r(6 — 2 c) 3 -9/— 1 -(6 — 2 c) - 

b) (a- b) 4 -l(g- hf-(a- b)~ 3 -8(g- h) 

Division von Potenzen mit gleicher Basis 

7 • 7 • 7 • 7 • 7 , 

7-7-7 

75.73 _ 75-3 _7 2 

7 3 -7 3 = 7 ' 7 ' 7 = l 

7-7-7 

73.73 _ 73 - 3 _ 70 _ 1 

7-7-7 1 

* 7-7-7-7-7 7 2 

7 3 :7 3 = 7 3— 5 = 7 — 2 

a r :a t =a r ~ t 

Potenzen mit gleicher Basis werden dividiert, indem man die gemeinsame Basis mit der 
Differenz der Exponenten potenziert. 

BEISPIELE 


II 

1s 

II 

ö 

R^ 

II 

R^ 

II 

ö 

II 


AUFGABEN 


6.14 


a) 

0 


2 

3 9 • 4 3 
3 7 • 4 2 


6.15 


6.16 


a) 

0 

a) 

0 


a s 

8/7 

4t7 3 -^ 

6 2 

6" 4 
8 ~ 3 • 9 2 
8 4 • 9 - 2 


6.17 


a) 

0 


r 

/- 15 

(v- ö)- 2 

(v-ö)-* 


b) 

g) 

b) 

g) 


4^ 

4 4 

5 6 • 5 3 
5 4 • 5 3 
V_ 
b 5 

y 3 • ö 4 
y 5 ö 2 


b) 

g) 


ll - 3 
U 8 
6d 3 
2 d~ A 


b) 

g) 


( x — y ) 2 

x-y 
(3 jc + 1 ) 4 
(3 jc + 1) - 2 


5 7 

d) 

8 3 

e) 

75-11 

5 6 

8 7 

15•ll 3 

7 3 • 6 7 


8 3 • 7 2 


12 • 12 5 

6 5 • 49 


7 3 • 8 4 

J) 

12 6 -12 2 

X 13 

X 2 

d) 

y 

y 4 

e) 

6 xy 3 

3x 2 y 2 

125 c 4 </ 4 


18 z 2 a 


6 a 3 b 5 

5 cd 3 

U 

6 za 3 

J) 

2a 4 b 4 

7 4 

d) 

d 2 

e) 

e~ 4 

7 -6 

d- 1 

e- n 

« 


9 co 2 a 


23 sco 2 

/•«-* 

0 

3co ~ 4 a~ 3 

J) 

15 E~ 4 CO 

(x+j) 3 

d) 

(2x — l) 6 

e) 

(a-2b)- 4 

(X + ^) 5 

(2x-l)“ 4 

(a — 2b)~ 2 

(6x + 3)- 

4 

(5 - x)° 


(6 - x) 2 

(6x + 3)~ 

4 O 

(5 — x) " 1 

J) 

(x - 6) 3 
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Potenzieren von Potenzen 


(aQ'= (<iO ♦(<)•... -(flO 

/ Faktoren a' 

r Faktoren 

= (a a ... ■ a) - (a • a • ... ■ a) • ... • (a • a • ... • a) = a' ' 
r • r Faktoren a 


(a r ) t = a r ‘ t 

Eine Potenz wird potenziert, indem man die Basis mit dem Produkt der Exponenten 
potenziert. 


BEISPIELE 

1. (3 2 ) 4 = 3 8 2. (12 4 ) 3 = 12 12 3. (2 -3 ) 4 = 2 -12 


AUFGABEN 

6.18 a) (5 3 ) 3 b) (— 3 2 ) 3 

6.19 a) ( a 2 f b) ( a °) 5 


c) (— 3 3 ) 2 d) (8- 2 )- 2 

c) (b 2 ) 5 d) (c 3 )- 2 


e) (5- 3 ) 3 
e) (ft“ 3 )- 4 


Multiplikation von Potenzen mit gleichem Exponenten 

5 3 • 2 3 = (5 • 5 • 5) • (2 • 2 • 2) = (5 • 2) • (5 • 2) • (5 • 2) = (5 • 2) 3 

a' • b' = a • a • . . . • a b ■ b • . . . • b = (ab)- . . . •( ab) = (ab) r 

r Faktoren r Faktoren r Faktoren ab 


a r -b r = (a-b) r 

Potenzen mit gleichem Exponenten werden miteinander multipliziert, indem man das 
Produkt der Basen mit dem gemeinsamen Exponenten potenziert. 

Umgekehrt: 

Die Potenz eines Produkts ist gleich dem Produkt der Potenzen der einzelnen Faktoren. 


BEISPIELE 

1. 6 2 -10 2 = (6-10) 2 2. ( —2x 2 ) 3 =—8x 6 3. (-2x" 2 )- 3 = -L 6 

O 


AUFGABEN 



6.20 a) 3 2 -5 2 

b) 6 2 • 0,4 2 

c) 8 3 -125 3 

6.21 a) 2 3 • 3 3 • 5 3 

1 

oo 

c) (_l,5) 2 ^y) 2 -(-7) 2 

6.22 a) m 4 • n 4 

b) p 5 q 5 

C) ( t) 3 • ( ty) 3 

6.23 a) a 5 b 5 c 5 

b) ( — m) 2 n 2 q 2 

1 

1 

1 

6.24 a) 2 ö 3 • 3 6 3 

b) 6 r 4 ■ ( — 7 q) 4 

c) 3 r 2 ■( — 11) 2 

6.25 a) j c r+1 X +1 

b) (x 2 ) r+2 -y r+2 

c) (2 a)' + '(3 b ) r+1 
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6.26 a) (x — y) -(y — x) 2n 

b) (x — y ) 2n ~ 1 • {y — x) 2n +1 

c) (a - b) 3 (a - 6)-' 

6.27 a) (4x) 2 

b) ( - 3 n>) 2 

c) (0,5p) 3 

6.28 a) (1,5 q) 1 

b) (0,4ab) 3 

c) (5 xyf 

6.29 a) (0,7 a 2 bf 

ö“ 

'w' 

1 

o 

© 

oo 

c) (-2a- 2 ) 3 

6.30 a) -(-5 x 2 y)~ 2 

b) -(-5 x 2 y)- 3 

c) ( — 3r~ 3 s)~ 2 

6.31 a) -(-2s 2 <~ 3 )- 3 

b) (4x- 2 z~ 3 ) 2 

c) (3 3 ) 4 

6.32 a) (2 5 ) 2 

b) (10 4 ) 2 

c) (x 3 ) 2 

6.33 a) (2y 2 ) 4 

b) ( - 4x 3 ) 2 

c) {2x 2 y 3 ) 3 

6.34 a)(-3 ab 3 ) 5 

b) ( - 5pz 4 ) 2 

c) ( — 2 m~ 2 n 3 )~ 2 


Division von Potenzen mit gleichem Exponenten 




Potenzen mit gleichem Exponenten werden dividiert, indem man den Quotienten der 
Basen mit dem gemeinsamen Exponenten potenziert. 

Umgekehrt: 

Die Potenz eines Bruches ist gleich dem Bruch aus der Potenz des Zählers und der 
Potenz des Nenners. 


BEISPIELE 


1. 

77 3 

223 

-(£)’- 

(1)‘ 


2. 

(1 

V’-fi-V 

25 


\s 

/ \3/ 

9 


AUFGABEN 



6.35 

a) 

1000 5 

69 4 


125 5 

b) 23 4 




46' 

/ 4) 

6 

6.36 

a) 

69' 

b) (t) 

1 

6.37 

a) 

/ 2a 4 b\ 3 

b) (- 

3 x- 2 p 3 \ 

( c 3 ) 

2C 1 

6.38 

a) 

/ 8 r 3 t 3 

r ■» (- 

/• 2 i- 2 \- 


( - 3 


3. 


/ 3x~ 2 y 3 
\ 4z 2 


■) 


-3 


c) 0 4 ) 3 :0 2 ) 3 



. / —2c. 

C) -\-J^b 


3 ~ 3 x 6 y~ 9 _ 64jc 6 z 6 
4- 3 z- 6 21y 9 


d) 


(8x 2 ) 5 
(4 xy 


d) 

d) 



/_ 3_ q 2 b 3 )- 3 

\ 4 ' ab 2 ) 
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6.39 Schreiben Sie die folgenden Potenzen 

a) a v+1 b) a x + y + z 

e) b 2x f) ( - c) 3 


als Produkte: 


c) (a 2 ) 3 d) (fl 3 ) 2 



6.3 Addition und Subtraktion von Klammerausdrücken 

Wir kennen schon: 


A + B+C = A + {B+C) = (A + B)+C={A + C)+B 

A+{B+C) = A + B+C 
A-(B+C) = A-ß-C .. . * 1 2 

Der Wert einer Summe ändert sich nicht, wenn man einige Summanden durch ihre Teil¬ 
summe ersetzt (Assoziatives Gesetz der Addition). 

Steht vor einer Klammer ein Pluszeichen, so darf man diese Klammer weglassen. 

Steht vor einer Klammer ein Minuszeichen, so darf man die Klammer weglassen, wenn 
man die Zeichen der innerhalb der Klammer stehenden Summanden in die entgegen¬ 
gesetzten Zeichen ändert. 


BEISPIELE 

1. 4a+3b — 5c — (6a—2b + 3c) + (2a — c) 

= 4a+3b — 5c — 6a+2b — 3 c + 2a — c = 5 b —9 c 

2. 2b-[(4a-2b)-(3c-2a)-(4b + 2c)\ 

= 2b-[4a-2b-3c + 2a-4b-2c\ 

= 2b-[6a-6b-5c] 

=2b—6a+6b+5c 
= —6fl + 8ft + 5c 

Man kann aber auch zuerst die eckige Klammer auflösen und dann die runden Klam¬ 
mern. 

2 b — [(4 a — 2 b) — (3 c — 2 a) — (4 b + 2 c)\ 

= 2b-{4a-2b) + {3c-2a) + {4b-2c) 

= 2b — 4a+2b + 3c — 2 a+4 b — 2 c 
= —6fl + 86 + 5c 

Zur Überprüfung der Rechnung werden die Variablen mit beliebigen, aber festen Werten der 
Definitionsmenge belegt. Ergibt das Einsetzen in den Eingangsterm (Urterm) E und das ge¬ 
sonderte Einsetzen in den Ausgangsterm A der obigen Rechnung gleiche Werte, so kann aus 
dieser Stichprobe mit großer Wahrscheinlichkeit auf eine richtige Rechnung geschlossen 
werden. 

Ergibt dieses Einsetzen in E und A verschiedene Werte, so kann, bei richtiger Ausführung 
der Probe, mit Sicherheit auf eine falsche Rechnung geschlossen werden. 

Wir wählen a = 2, b = 3, c = 4 

Eingangsterm: 6-[8-6)-(12-4)-(12 + 8)] = 6-[2-8-20] = 6 + 26 = 32 1 A=£ 

Ausgangsterm: —12 + 24 + 20 = 32 J 


1 A+(-B + C) = A-B + C 

2 A-(-B + C) = A + B-C 
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Wir können z. B. auch a= 3, 6 = 10, c = 5 annehmen. 

E = 20 — [(12 — 20) — (15 — 6) — (40 +10)] = 20 — [ — 8 — 9 — 50] = 20 + 67 = 87_ 
A= —18 + 80 + 25 = 87 

In der EDV setzt man Klammerausdrücke nur in runde Klammern. 


AUFGABEN 

6.40 a) 4x + 12x b) 8,2r + 5 + 6,7r-2 c) 46 + 26 

6.41 a) IIjc + 3 —5jc —2 —3x b) 2,lfl+3,4fl c) 4/7 + 5, 4q-2-6,\p 

6.42 a) (3 a + 2) + 4 a b) 8 a +4 + (3 a -4) c) 5 d-1 e-{?> d+ 1 e) 

6.43 10,21 r + 5,62 s-l,lt- 17,2 + 9,21 r - 8,42 5 + 9,3 t +14,32 

6.44 R = R,+ R 2 + R 3 R, = 16,2 Q R 2 = 25,3 Q R 3 = 17,2 n 

6.45 F=5,6F 1 + 7,2F 2 -8,3F 1 + 2,4F 2 F, - 3,2 N F 2 = 7,8 N 

6.46 3fl + 46 — 5c + 2 + 6fl — 76 + 2c — 4 Stichprobe: a = 2 6 = 3 c = 4 

6.47 3 a: + 4>» — 5 z + 3 + 6,2 x — 4,2 y + 7,2 z Stichprobe: x = 4 t = 2 z = 10 

6.48 2 w + 3,5 u — 6,7 w + 8,4 w — 5,2 v — 9,3 w Stichprobe: u = 4 u=5 w = 2 

6.49 0,01 a + 3,24 tw — 6,7 a: + 8,02 fl — 6,24 m + 3,42 x Stichprobe: a = — 1 m = 2 x = 7 

6.50 1,43x - 2,17jy + 3,56z - 4,2 - (8,52* - 7,97+ 3,07z - 4,2) 

Stichprobe: x = 1,2 >> = —15 z = 3 

6.51 17,29 + 3,05 S - 8,5 F - (1,42 fl + 5,22 S - 9,42 fl + 5,4) 

Stichprobe: fl = 1,74 S = -2,1 T= 5,43 

6.52 3 fl + 4 6 — [5 fl — 6 6 — (15 fl + 3 6)] Stichprobe: fl = 2 6 = 3 

6.53 — 4a; + 5+ — [ — 3x + 4y — (2x — y) + (3 x — ly)] Stichprobe: x = 5 y = 2 

6.4 Multiplikation von Klammerausdrücken 


Wiederholung: Für alle reellen Zahlen gilt: 

fl • 6 = 6 • fl fl • (6 • c) = (fl • 6) • c = 6 • (fl • c) = fl • 6 • c 

a( 6 + c) = fl-6 + fl-c 

fl• 0 = 0 fl• 1 = fl fl'6 = 0 o a = 0v6 = 0 


Ferner gelten die schon angeführten Vorzeichenregeln. 

Bei Multiplikation mehrerer Faktoren erweist es sich als vorteilhaft, zuerst das Vorzeichen zu 
bestimmen. 

Wenn die Anzahl der negativen Faktoren ungerade ist, so ist das Produkt negativ, sonst 
ist es positiv. 

Für alle reellen Zahlen n, a, 6 gilt das Distributivgesetz: 


«(fl + 6) = /ifl + «6 

Eine Summe wird mit einer Zahl multipliziert, indem man jeden Summanden mit der 
Zahl multipliziert und die so erhaltenen Produkte addiert. 
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Aus dem Distributivgesetz folgt: 

fl (6 — c+d+...) = ab — ac + ad + ... 

Beweis: 

Z. B.: a(b — c) = a(b + ( — c)) ^ ab + ( — ac) = ab — ac 

Z. B.: a(6 + c + d) = a(b + {c + d)) ^ ab + a(c + d) ^ ab + ac+ad 

BEISPIELE 

1. 6(3 a - 2 b + 4 c) = 18 a — 12/? + 24c 

2. (3x * 2 + 5x — 6) -4x = 12x 3 + 20x 2 — 24x 


AUFGABEN 

6.54 a) ( — 2)• ( + 3)• ( — 5)• ( + 4)• ( — 1) b) ( - 1,5) • 3 ( - a) • 4(6 2 ) • ( - 2 a) 

6.55 a) (6,5 x) • ( — 3x 2 ) • ( — 4 xy) -2( — y) b) ( - a) 2 ■ 4( - a) • 2,5 (b) • ( - 3 a 2 ) 

Führen Sie die Multiplikation aus und belegen Sie die Variablen zur Probe mit selbst¬ 
gewählten Zahlen: 


6.56 

6.57 

6.58 

6.59 

6.60 
6.61 
6.62 

6.63 

6.64 


a) (2 fl — 2 h + 4) • 2 
a) 6-(x — 3 y) 
a) (x 2 + 4x —9)-7 
a) fl • (fl 2 + fl — 4) 

a) 4 (x - 2y) + 5(3x - 6) - 6 (2x - 5 y) 
a) 6 (jc 2 — 3 x + 2) — 5 (x — 4) + x(x - 2) 
5r(6r + 3j — 7f) + 4$(5r — 6j + 3f) 


b) —2m (m 2 — 5 m + 6) 
b) 3 jc 2 -(6* 3 -4jc + 3) 
b) — 2xy 2 (x 2 + 2xy + y 2 ) 
b) 8fl(fl 2 — 2) + 4fl(5fl 2 + 6fl- 
b) [8 fl — 5 6 — (3 fl — 5 6)] • 6 
b) 2*[3x(2 -x) + 2x(4x - 3)] 
9t(lr+5s — &t) 


5a [5 fl (4 fl — 36 + 2 c) — 66 (2 fl + 36 — 4 c) — 7c (4 fl — /? + c)] 
4x 3 (5x 2 — 6x + 5) — jc 2 [(x 2 + 2x — 3)x — x 2 (4x + 5)] 


7 ) 


Ebenfalls aus dem Distributivgesetz ergibt sich: 

(fl + 6) (c + d) = ac + ad + 6c + bd 

Zwei Summen werden miteinander multipliziert, indem man jeden Summanden der 
einen Summe mit jedem Summanden der anderen Summe multipliziert und die so erhal¬ 
tenen Produkte addiert. 


Beachten Sie den Unterschied: (a + b)(c+d) = ac+ad+bc+bd 

und (fl + 6) c + d = ac + 6c + d 


Beweis: 

(fl + 6) ( c + d ) ^ (fl + 6)-c + (fl + 6)-d ^ ac + bc + ad + bd 
z -{c + d) — z * c + z d 


BEISPIELE 

3. (x + 5) (jc-15) 

x 2 + 5x Multiplikation von (x + 5) mit x 

—15 x — 75 Multiplikation von ( x + 5) mit (—15) 

x 2 —10x —75 


Stichprobe: x = 2; E = (7) (-13)=-91; A = 4-20-75=-91; A= E 
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4. (x + x 3 -l)(;t 2 -3 + x) = 

(X 3 ±x —1) (x 2 + x —3) 

x 5 + x 3 -x 2 

+ x 4 + x 2 - X 
— 3 x 3 — 3 x + 3 
x 5 + x 4 -2x 3 —4x + 3 


Stichprobe: x = 2 
E =(2 + 8-1) (4 — 3 + 2) = 9• 3 = 27 
A = 32 +16 —16 —8 + 3 = 27 
A = E 


Der Techniker hat stets übersichtlich zu schreiben! 

Jede Rechnung muß so ausgeführt werden, daß die Überprüfung ihrer Richtigkeit 
schnell und sicher durchgeführt werden kann. 

Wie dieses Beispiel zeigt, ist es vorteilhaft, gleiche Potenzen eines Polynoms unterein¬ 
ander zu schreiben und — wenn notwendig — im 1. Faktor Platz für fehlende Potenzen 
zu lassen. 

Ferner erweist es sich als vorteilhaft, beide Polynome vor Ausführung der Rechnung 
nach fallenden Hochzahlen der Variablen zu ordnen. 


Sehr oft kommt das Produkt aus der Summe und der 
Differenz zweier Zahlen vor. 

(a + b) (a — b) = a 2 + ab — ab — b 2 = a 2 — b 2 


(A + B)(A - B) = A 2 - B 2 

Das Produkt aus der Summe und der Differenz 
zweier Zahlen ist gleich der Differenz der Quadrate 
der beiden Zahlen. 


b 


b(a-b) 

b 2 




b(a-b) 


a 

b 


BEISPIELE 

5. (3x + 4y) (3x — 4y) = 9x 2 — 16 y 2 ^ = 3x B = 4y 

6. (2 a + 5) (2 a — 5) = 4 a 2 — 25 A = 2a B = 5 


AUFGABEN 

Rechnen Sie auf möglichst kurze Art und belegen Sie die Variablen zur Probe mit selbst¬ 
gewählten Zahlen: 


6.65 

a) 

(x + 3) (x + 4) 

b) 

(x + 

12) (x - 

10) 

c) (2 x + 5) (3 x 

+ 7) 

6.66 

a) 

(7 a - 2) (8 a - 1) 

b) 

(6a - 

- 3) (4 — 

5a) 

c) (2x + 3) (2x 

-3) 

6.67 

a) 

(3 a — 4) (6a + 5) 

b) 

(3 a + 4) (5 - 

5a) 

c) (x - 2,3) (x - 

-3,4) 

6.68 

a) 

(x + 3,7) (x - 7,2) 

b) 

(x + 

14,3) (x 

-2,9) 

c) (x + 7,5) (7,5 

x - 3,4) 

6.69 

a) 

( - b + 3b 2 -l + b 3 )(b 


2) 

b) (r* 

{ + 4- 

4r) ( — r 2 + 2) 


6.70 

a) 

(7z 4 + 3 —5z) (1 + 3z - 

- z 

2 ) 

b) (1 

- 3x) (1 + 3x) 


6.71 

a) 

(4x — 6y) (4x + 6 y) 



b) (9 

a-7b)(9a + 7b) 


6.72 

a) 

( — 6a — 5c) (6a — 5c) 



b) (- 

-3 r + 

5s)(-3r-5s) 
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6.73 

a) 

(2a-3b)(5a-2b)(3a + 4b) 

b) 

(3x — 

7y)(6x + 4y) (2x-3y) 

6.74 

a) 

(2x + 3y-5) (3x + 4y — 9) 

b) 

(.x 3 + : 

2x 2 + 5x-l)(x 2 -5x + l) 

6.75 

a) 

(X — x 0 (x 2 + x-iX + x 2 + q) 

b) 

[x 2 + (a 2 4- 4- x\ + a 2 x x + fl 3 ] (x - x^) 

6.76 

a) 

(a 2 -2a + 4) (a 2 + 2a ) 

b) 

(3x 3 - 

-2x 2 + x)(x 2 -4x ) 

6.77 

a) 

(2a 4 - a+ 2) (a 3 + a) 

b) 

(2x 3 - 

- 3x 2 + 2) (jc 2 — 1) 

6.78 

a) 

( a 2 + ab + b 2 ) (a + b) 

b) 

(a 2 b 2 

— 2 ab — \) (ab + V) 

6.79 

a) 

(1 + a 2 + a) (a 2 — a + 2) 

b) 

(x — X 

: 2 + 2x 3 ) (x 2 + \-2x) 

6.80 

a) 

(2 x 3 — 3 x 2 + x) (x 4 — x 2 + x) 

b) 

(fl 3 b 3 

— a 2 b 2 + 1) (fl 2 ^ 2 + fl^ + l) 

6.81 

(* ; 

l -2x + 5) (x 2 + 4x - 2) - (x 2 + 

3x + 2 ) (x 2 

— 5 x + 1) 

6.82 

(. y : 

s — 3y 2 + 4y + V) (y 2 — 2y + 4) — 

(y 2 + 6y + 

i)(r-3) 

6.83 

((ö 

i 2 + 4a — 2) (2a + V) — (2a 2 + 3 a 

+ 2) (fl-1))-((fl+ 2) (fl — 3) + fl) 

6.84 

Welche Zahl ist 





a) 

4mal so groß wie a — b. 





b) 

2^mal so groß wie 3 x 2 y. 





c) 

(a + l)mal so groß wie a — 1, 





d) 

(3 x 2 — x)mal so groß wie x 2 (3x — 

1)? 



6.85 

In 

welcher Zahl ist 





a) 

5 jc 4mal enthalten, 





b) 

6 a 2 b 5 «mal enthalten. 





c) 

a +1 (a — l)mal enthalten, 




d) 

(fl +4) (fl — 6) (fl — 4) (fl — 6)mal 

enthalten? 



Algorithmus 

In der Mathematik, in der EDV, in technischen und in wirtschaftlichen Disziplinen und im 
täglichen Leben begegnen wir dem Begriff des Algorithmus. 


Unter einem Algorithmus verstehen wir eine Folge von Anweisungen, die der Reihe nach 
abzuarbeiten sind. 


BEISPIELE 

1. Bedienungsanleitung eines Münztelefons: Die einzelnen Schritte der Bedienungsanlei¬ 
tung sind Vorschriften, die der Reihe nach auszuführen sind. 

2. Die Vorschriften eines Kochrezepts sind ein Algorithmus. 

3. Die einzelnen Schritte des Lösungsvorgangs einer Gleichung sind ein Algorithmus. 

Wir wollen nun den Algorithmus der Multiplikation eines Klammerausdrucks mit r Sum¬ 
manden mit einem Klammerausdruck mit t Summanden beschreiben: 

1. Schritt: Das 1. Glied des 1. Klammerausdrucks wird mit dem 

1. Glied des 2. Klammerausdrucks multipliziert. 

r-ter Schritt: Das r-te Glied des 1. Klammerausdrucks wird mit dem 

1. Glied des 2. Klammerausdrucks multipliziert. 

(r+ l)-ter Schritt: Das 1. Glied des 1. Klammerausdrucks wird mit dem 

2. Glied des 2. Klammerausdrucks multipliziert. 
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(r-t)-ter Schritt: Das r-te Glied des 1. Klammerausdrucks wird mit dem 

^-ten Glied des 2. Klammerausdrucks multipliziert. 

Letzter Schritt: Alle Teilprodukte werden addiert. 


Für „hündisches Rechnen“ ist diese Beschreibung einwandfrei. 


Beim maschinellen Rechnen (Computer, programmierbarer Taschenrechner) müssen wir die 
Teilprodukte Zwischenspeichern. 


Vorteilhaft ist folgende Vorgangsweise: 


Wir setzen vor dem 1. Schritt einen 0-ten Schritt: 

Ergebnis = 0 

Nach dem 1. Schritt setzen wir den Schritt 1 a: 

Neues Ergebnis = Altes Ergebnis+ 1. Teilprodukt 
= 0 +1. Teilprodukt 


Nach dem 2. Schritt setzen wir den Schritt 2a: 

Neues Ergebnis = Altes Ergebnis+ 2. Teilprodukt 
= 1. Teilprodukt +2. Teilprodukt 


usw. 


In der EDV schreibt man in der Programmiersprache BASIC statt 
Neues Ergebnis = Altes Ergebnis +/-tes Teilprodukt 
kurz Ergebnis = Ergebnis + i-tes Teilprodukt 

( = ist hier das Zeichen für „ergibt“) 


In der Programmiersprache PASCAL schreibt man: 

Ergebnis : = Ergebnis +/-tes Teilprodukt (: = ist hier das Zeichen für „ergibt“) 


In der EDV bezeichnet man Programmteile, die mehrmals durchlaufen werden, als Schleifen. 


Die Summe S = Xj + x 2 + x 3 + . .. + x„ kann man z. B. durch 5 = 0 und die Schleife 
S = S + Xi (i = 1, 2,.. n) berechnen: 

5 = 0 

5 = 0 + Xi = x-i 
S = (*0 + *2 
5 = (*! 4- x 2 ) + x 3 usw. 


Man kann diese Summe durch folgendes Struktogramm darstellen: 


5 = 0 

von i = 

1 bis i = n 


S = S + Xj 







6. Rechnen mit Variablen und Termen 


77 


Wir zeichnen nun ein Struktogramm für die Multiplikation eines Klammerausdrucks mit r 
Summanden mit einem Klammerausdruck mit t Summanden: 


gegeben: 1. Klammerausdruck: o, + a 2 +.. 

.. + a, 


2. Klammerausdruck: b A + b 2 + .. 

. + 6, 

Ergebnis = 0 


von 7 = 1 bis j = t 



Ergebnis = Ergebnis + {a^ + a 2 +.. 

.. + a r ) • bj 


Wichtig: Führen Sie die Beispiele 3 und 4 (S. 73 f.) mit Hilfe dieses Struktogramms schritt¬ 
weise durch. 

In der EDV verwendet man für dieses Problem eine Doppelschleife: 


gegeben: 1. Klammerausdruck: 4- a 2 + ... 4- a r 

2. Klammerausdruck: b^ +b 2 +... +b, 

Ergebnis = 0 


von 7 = 1 bis j = t 


von i = 1 bis i = r 

Ergebnis = Ergebnis 4- a, • bj 


j ist die Laufvariable von b 
i ist die Laufvariable von a 


Wir „vollziehen“ dieses Struktogramm nach: 


Ergebnis = 0 



Ergebnis = 0 + a A b x = a^b^ 

j= i 

1 = 1 

Ergebnis = a A b^ + a 2 b x 

7-1 

1=2 

Ergebnis = a^b A + a 2 b x 4- a 3 b\ 

7 = 1 

i = 3 

Ergebnis = a y b A 4- a 2 b A + a 2 b^ 4-.. . -1- a,.b A 

7 = 1 

i = r 


^ Die innere Schleife (Schleife mit der Laufvariablen i) ist „abgearbeitet“. 

Nun geht es weiter mit der äußeren Schleife. 

Wir nehmen den nächsten Wert von j, also j = 2. 

Ergebnis = {a A b x + ... + a, b^) + b 2 j = 2 i — 1 

Ergebnis = (ß! b- [ + .. . + a # .6 1 ) + a 1 b 2 +a 2 b 2 + .. . + a r b 2 j = 2 i = r 

► Die innere Schleife (Schleife mit der Laufvariablen i) ist „abgearbeitet“. 

Nun geht es weiter mit der äußeren Schleife. 

Wir nehmen den nächsten Wert von j, also j = 3. 

usw. 

Wichtig: Führen Sie die Beispiele 3 und 4 (S. 73 f.) mit Hilfe dieses Struktogramms schritt¬ 
weise durch. 

Hinweis: Im Gegenstand „EDV“ wird dieses Problem ausführlich behandelt. 
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Quadrat eines Binoms 


b 


a b 


a-b 


(a-b) 2 

a b 



b 2 


a-b 

b 


a 



b 


a b 

b 2 

a 


2 

a 

a b 


a 

b 


a+b 



Es gilt: (fl + b) 2 = (fl + b) (a + b) = a 2 + 2 ab + b 2 
(fl — b) 2 = (fl — b) (fl — b) = fl 2 — 2ab + b 2 
( — a + b) 2 = ( — a + b) ( — a + b) = a 2 — 2ab + b 2 
( — a — b) 2 = (— a — b)( — a — b) = a 2 + 2 ab + b 2 


{A + B) 2 = A 2 +2 AB + B 2 


Beachten Sie bei Bildung von 2AB die Vorzeichen von A und B. 


BEISPIELE 


1. (4 a — 5fr) 2 = 16fl 2 —40flfr + 25fr 2 A =4a; B=-5b 

2. {-4p + 9q) 2 = \6p 2 -12pq + nq 2 

3. [(x — 7) 2 — (x + 3) 2 ] 2 = [x 2 — 14x + 49 — x 2 — 6x — 9] 2 

= [ — 20 x 4- 40] 2 = 400 x 2 — \ 600 x + 'i 600 


4. Das Quadrat des Binoms a + b ist auszurechnen, unter der Voraussetzung, daß b sehr 
klein ist gegen a, also b < a gilt. 

Lösung: 

(a + b) 2 =a 2 + 2ab + b 2 I (20 + 0,5) 2 = 400 + 2 • 20 ■ 0,5 + 0,25 

«400 + 20 = 420 

Wir erkennen, daß b 2 unter der gegebenen Voraussetzung vernachlässigt werden kann. 
Wir merken uns: (fl + &) 2 « a 2 + 2 ab wenn b<a 


Yr ist mit Hilfe der Formel (+ + B ) 2 = A 2 + 2 AB + B 2 näherungsweise zu berechnen. 
Lösung: 

R = Radikand; iV = Näherungswert; e <N 

Es gelte: = N + e 

Durch Quadrieren dieser Gleichung erhalten wir: R = N 2 + 2 Ne + e 2 

R — N 2 

e ist so klein, daß e 2 vernachlässigt werden kann, folglich ist e s 
!/— R- N 2 

Ä N + 2N~ 


IN 


und damit 


Zahlenbeispiel: ]/74T = 8 + £=> 74 « 64 + 1Ö£=> e « — r « 0,6 


]/74 « 8,6 
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Dieses Verfahren ist ein Iterationsverfahren, d. h.: Wenn man einen Näherungswert er¬ 
halten hat, setzt man diesen in die ursprüngliche Gleichung ein und kann mit dem¬ 
selben Verfahren einen besseren Näherungswert erhalten. 

fH = 8,6 + 74 » 73,96 + 17,2e=> e » » 0,0023 1/74 = 8,6023 

Vergleich: Mit dem Taschenrechner erhalten wir: ][lA = 8,602325 267 


AUFGABEN 

6.86 a) (fl + 3 b) 2 b)(3jc-2 yf c)(2jc + 1) 2 d) -(6m-5n) 2 

6.87 a) {x - 2y) 2 b) ( - 2x 4- 3y) 2 c) (4 jc - 3 z) 2 d) ( - 5 a + 3 r) 2 

6.88 a) (jc + 2) 2 4- (jc - 5) 2 - (jc - 3) 2 - (jc + 4) 2 

b) (jc 4- 5) 2 -(jc- 7) 2 4- (jc- 2) 2 + (2 jc 4- 4) 2 

6.89 a) [(jc - 5) 2 - (jc - 4) 2 - (jc - 3) 2 ] 2 

b) [(y + 5) 2 - 2(y 4- l) 2 4- {y + 3) 2 ] 2 

6.90 a) Beweisen Sie: (« 4- l) 2 — n 2 = {n -I- 1) -I- n 

Die Differenz der Quadrate zweier aufeinanderfolgender natürlicher Zahlen ist 
gleich der Summe dieser Zahlen. 

b) Jede ungerade natürliche Zahl ist die Differenz zweier Quadratzahlen. 

Zeigen Sie die Gültigkeit dieses Satzes für n = 1,2,..., 10. 

6.91 Berechnen Sie auf 2 Dezimalstellen: a) ]/2T b) ]/l50 c) ]/250 d) y600 

Quadrat eines Polynoms 

Berechnen Sie durch Multiplizieren die Terme: 

(i a + b + c) 2 \ (a + b + c+d) 2 -, {a-\-2b — 3 c) 2 ; ( — 2 x + 5^ — 6) 2 

Aus den Ergebnissen der obigen Rechnungen erkennen wir, daß im Ergebnis von jedem 

Summanden das Quadrat und von je zwei Summanden das doppelte Produkt vorkommt. 


(A + B + C + D + .. .) 2 = A 2 + B 2 + C 2 + D 2 + . .. 

+ 2AB+2AC+2AD+ ... 

+ 2BC+2BD+.. . 

+ 2CD+ ... 

+ ... 

Das Quadrat eines Polynoms ist gleich der Summe der Quadrate der Summanden und 
der algebraischen Summe aller möglichen doppelten Produkte. 


^ Beachten Sie, daß die gemischten Produkte unter Berücksichtigung der Vorzeichen zu bilden 
sind! 

BEISPIELE 

1. (2jc — 3 y + 8) 2 = 4jc 2 + 9 y 2 + 64 - 12 jcy + 32 jc - 48 y 

Mögliche Produkte der Summanden: (2 x) (— 3 y) = — 6 xy 

(2 jc) (8) = 16 jc 

(-3j0(8) =-24 y 
E = (2 — 6 + 8) 2 = 4 2 = 16 1 

A = 4 + 36 4- 64 — 24 + 32 — 96 = 16 J 


Stichprobe: x = 1, y = 2 
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2. (3x * 1 2 -5x + 4) 2 = 9x 4 + 25 x 2 +16 

-30x 3 + 24x 2 -40x 
9x 4 — 30x 3 + 49x 2 — 40 x + 16 

Stichprobe: x = 2; 

E = (3 • 4 — 5 • 2 + 4) 2 = (12 —10 + 4) 2 = 6 2 = 36 \ 

A = 9-16-30-8 + 49-4-40-2 +16 = 356-320 = 36 J A “ E 


AUFGABEN 

6.92 a) (m + n — 2) 2 b) (3 x + 2y - 4z) 2 

6.93 a) (x 2 — 5x + 2) 2 b) (a 3 — 3 a + l) 2 

6.94 a) ( — 3 fl + 46 — 5 c) 2 b) (12a 2 + 4a - 2) 2 

6.95 a) (x 2 + 2x + 3) 2 - (x 2 + 2x - 4) 2 


c) (fl + Ab - 5) 2 + (2a - 3 6 + 4) 2 - (4a - 5 b - 3) 2 

6.96 a) (m + 4 a — 5) 2 + (6 ra — 3 n) (3 ra + 2) 2 — (5 ra — 6 a) 2 (6 fl + 2) 
b) [(fl - 3 b + 2 c) 2 - (5fl - 46) 2 + (8 a + 5 c) 2 ] (2a-3b + 4c) 


c) (2 Ai - 3 fl + 4) 2 
c) (7 fl - 3 6 - 2) 2 
c) ( - 3 r + 5 5 + 6 O 2 

b) (3 x — 5) 2 — (3 * + 5) (3 x — 5) 


Kuben von Binomen 

(a + 6) 3 = (fl + 6) 2 • (fl + b) = (fl 2 + 2 + 6 2 ) • (fl + 6) = a 3 + 3 fl 2 b + 3 ab 2 + b 3 

(fl — b) 3 = (fl — b) 2 -(a — b) = (a 2 — 2ab + b 2 ) • (fl — 6) = a 3 — 3 fl 2 6 + 3 ab 2 — b 3 
Die Ergebnisse dieser Rechnungen verwenden wir als Formel zum Kubieren von Binomen. 


(A + B) 3 = A 3 + 3A 2 B + 3 AB 2 + B 3 



Hinweis: 

Achten Sie auf die Vorzeichen! 
Geometrische Veranschaulichung: 
Der Würfel mit der Kantenlänge 
(a + b) hat das Volumen (a + b) 3 . 


BEISPIELE 

1. (2x + 3 y) 3 = (2x) 3 + 3 (2x) 2 3 y + 3 -2x(3j;) 2 + (3^) 3 

= 8x 3 + 36x 2 ,y + 54x+ 2 + 27 y 3 

2. (5 r - 3 s) 3 = (5 r) 3 + 3 (5 r) 2 ( - 3 s) + 3 (5 r) ( - 3 s) 2 + ( - 3 s) 3 

= 125 r 3 - 225 r 2 s + 135 rs 2 - 21 s 3 

3. ( - 2 + x) 3 = ( - 2) 3 + 3 ( - 2) 2 x + 3 ( - 2)x 2 + x 3 

= — 8 + 12x — 6x 2 + x 3 
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Polynome werden schrittweise kubiert. 

4. (a — b + c) 3 = [(a — b) + c] 3 

= (fl - b) 3 + 3 (fl - ft) 2 c + 3 (fl - b) c 2 + c 3 

= fl 3 — fr 3 + c 3 — 3 a 2 b + 3 a 2 c + 3 b 2 a + 3 b 2 c + 3 c 2 a — 3 c 2 b — 6abc 

5. |/R~ ist mit Hilfe der Formel (A + B) 3 = A 3 + 3 A 2 B + 3 A B 2 + B 3 näherungsweise zu 
berechnen. 

Lösung: R = Radikand; A= Näherungswert; e<N 

Es gelte: ]/7f = N + e 

Durch Kubieren dieser Gleichung erhalten wir: R = iV 3 + 3./V 2 £ + 3 Ne 2 + e 3 

e ist so klein, daß Glieder mit e 2 oder e 3 vernachlässigt werden können, folglich ist 

R — N 3 J J 3 r- Ar R — N 3 
e » 3 jy 2 und damit V« « iV + 

Zahlenbeispiel: 

3 /— 10 3 ,— 

1/74 = 4 + 74 = 64 + 48e + 12f 2 + £ 3 £ « — » 0,2 1/74 » 4,2 


AUFGABEN 

6.97 a) (w + 2«) 3 b) (a — 3b) 3 c) (2x + y) 3 d) (4 jc — y) 3 

e) (5 fl — 6b) 3 f) ( — fl 2 + 4b) 3 g) (a + 2b 4- c) 3 h) (x — 3y + z) 3 

6.98 a)(* 2 -2 xy + y 2 ) 3 b) {3 x 3 - 2x 2 + 4x - X) 3 c) ( - 2z + 3/-5g) 3 

6.99 a) (2 fl - 3) 3 - 2(2 fl - 3) 2 fl + 12 fl 2 b) (3 * - 8) 3 - 5 (* - 2) 2 + 186 jc 2 

c) (4 jc - 5) (3x + 6) 2 - 2(2* + 5) 3 d) (2 b - 5 c) 3 - (2 b - 5 c) ( b 2 - 5 c 2 ) 

e) (4d-5f) 3 -(3d-2f) 2 {3d-4f) + \5(2d-lf)(2d + lf)(3d-5f) 

f) (5 d - 3f) 3 - (3 d - 2f) 2 (3 d + 4f) - 15 (2 d — 1 f) (2 d + 1 f) (3 d + 5 f) 

6.100 Berechnen Sie auf 2 Dezimalstellen: a) b) ]/l50 c) ]/250 

Herausheben gemeinsamer Faktoren (Ausklammern) 


az + bz = z(a + b) 

Ein Polynom, dessen Summanden einen gemeinsamen Faktor haben, kann in ein Pro¬ 
dukt umgewandelt werden. 

Ein Faktor ist der allen Summanden gemeinsame Faktor. 

Der andere Faktor ist das durch den ersten Faktor dividierte Polynom. 


BEISPIELE 

1. 6a 3 — 3a 2 b 

= 3 a 2 (2 a — b) 

2. (fl 2 — b 2 ) — 5 fl (fl— b) 


Jeder Summand ist durch 3 a 2 teilbar! 
Probe: 3 a 2 (2 a — b) = 6a 3 — 3 a 2 b 

Jeder Summand ist durch a — b teilbar! 


= (fl + b) (fl — b) — 5 fl (fl — b) 
= (a — b) (fl + b — 5 fl) 

= (a — b)( — 4 a + b) 


Stichprobe: fl = 10; b = 3 
E = (100 —9) —50-7= -259 
A = 7 ( — 40 + 3)= —259 


A = E 
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3. A 0 = 2nr 2 + 2nrh 

= 2nr(r + h) 
A 0 = 2nr(r + h) 


ist eine Formel zur Berechnung der Oberfläche 
eines geraden Kreiszylinders. 


4. Zweimaliges Ausklammern: 

8ax — 12 bx 4- 10 ay — 15by = 4x(2a — 3 b) 4- 5y(2a — 3 b) 
= (2a-3b)(4x + 5y) 


AUFGABEN 

Verwandeln Sie die folgenden Terme durch Ausklammem des gemeinsamen Faktors in 
Produkte. 

Belegen Sie die Variablen zur Probe mit selbstgewählten Zahlen! 


6.101 

a) 

4x — 8 y 


b) 25 p - 5 

c) 

46 z 2 4 -2 

6.102 

a) 

5 r + 35 s 


b) 19 m — 17 m 2 

C) 

a 3 + 2a 2 

6.103 

a) 

Ix + 42* 


b) — a 2 + 4 a 

c) 

17 f-f 

6.104 

a) 

12-36 m 


b) 15 p -45 p 2 

c) 

18 a- 27 1 

6.105 

a) 

72 r - 48 r 3 


b) g 2 -5g 

c) 

6h 3 -2h 

6.106 

a) 

a + ab 


b) — u 4- 4 w 2 

C) 

a 5 — 3 a 2 

6.107 

a) 

z 4 — Z 2 X 


b) 7 — 28x 2 

c) 

45ab-40b 2 

6.108 

a) 

-y 3 + 2y 


b) 6 /g 2 — 81 g 

c) 

- Ui- 56 

6.109 

a) 

22 ax 2 — 77 a 2 

X 

b) — 9p + p 4 

C) 

36g- 2g 3 

6.110 

a) 

-39 b 2 -26 


b) 25 5 2 — 15 rs 

c) 

- 30/4- 55/5 

6.111 

a) 

3 a + 6 b — 3 c 


b) Ix— \4y + 21 

c) 

x 2 — y 2 — 3 (x + y) 

6.112 

a) 

— 9 + z 2 — 5 (z — 3) 

b) 5 (7 — 3 x) + 2 x (7 — 

3x) c) 

(4a-5)3b-4a(4a 

6.113 

a) 

— 3 h{9 r — 1 l 

s) + 2 (9 r — 7 s) b) 3f-(a + b)-4f 

■{a + b) 

6.114 

a) 

(c — 3) (5z + 4)-(3 

-c)(2-z) b) - 

4x(x 2 

- y 2 ) + 5 (y - x) 


c) 

(8 y 3) (3 r — 

5) — (4 — 7 r) (3 — 8 7 ) d) (cc 

-5ß) (Z-3j 1 )-3(5ß-a) 

6.115 

a) 

(2 r + 3 5 ) (5x 

-2)- 

(6x4-3) (2r + 3 s) 




b) 

(2jc- 3) (5x4 

- 2) + (2x — 3) (2 x — 2) 




c) 

{2 a — b)(6x- 

-3p)- 

- (4x — 2y) (2 a — b) 




d) 

(2 m -3 h) (5 

-x) + 

(x - 5 )fm 



6.116 

a) 

(t — 5 z) (6/- 

3^) + 

(3g-6f) 2 + 9g 2 -36f 




b) 

2a(3x-2y) 

— 5b{4y — 6x) + 12 x — 8p 




c) 

(3x-4y) 3 -5(4y- 

3x) 2 + 6(3 x — 4y) 




d) (p 2 - q 2 ? - 5(p 4- q) 2 + 7(p + q) 3 
6.117 Vereinfachen Sie die folgenden Formeln: 

b) Kegelstumpf: A M = nr^s + nr 2 s 

d) Kreisabschnitt: A Seg = — liL—hl. 


a) Kegel: A 0 = n r 2 + n rs 
c) Kreisring: A R = — — 

e) Kugelabschnitt: A 0 = 2nrh + 7 tp 2 
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6.5 Division von Klammerausdrücken 

Wiederholung: 

Wenn wir die Zahl a durch die von Null verschiedene Zahl b dividieren, schreiben wir: 

a:b oder ^ oderauch a/b (Platzersparnis; Schreibmaschine, Computer) 
b 

Die drei Schreibweisen sind gleichwertig. In der zweiten und dritten Darstellungsart be¬ 
zeichnen wir den Quotienten auch als Bruch. 

BEISPIELE 

1. a 5 : a 3 = a^_ (fl =t= 0) Probe: a * 1 2 • fl 3 = a 5 

2. (-25a 3 );( + 5fl 2 )= -5a (a 4= 0) Probe- 5 a) (5 a 2 ) = -25 fl 3 


AUFGABEN 


6.118 a) 21 fl: 7 

6.119 a) 42 x 3 y: 6 xy 

6.120 a) 27fl 5 : 9fl 3 

6.121 a) 36x 7 j>z 3 :(-9xz 2 ) 

6.122 a) 143 (fl + b) : 11 (fl + b) 

6.123 a) 154a 3 ( a + b) 2 p 5 : 1 (a + b) p 4 

b) 38 x 2 y 3 (x — y) 2 :19 xy 3 (x — y) 3 (x + y) 


b) 16fl 3 : 8fl 2 

b) \0a 3 b:5a 2 b 
b) (-21x 3 ):7x 
b) 84p 2 g 3 :(-12pg 2 ) 
b) !56p 4 q 5 x 3 : 26p 2 q 2 x 3 


c) 25x 2 : 5x 
c) 33 r 5 s : 11 r 2 
c) (- 121 r 4 ): 11 r 2 
c) 24 x 2 y 5 z 3 : 8 xy 4 z 2 
c) 52 x n + 2 y 2 "-': 4^">; 3 


Division eines Polynoms durch ein Monom 

Aus — + — = + ^ =(fl + 6):r folgt für r=t=0: 

rrr 


(a + b): r = (fl: r) + (b: r) = -j + -j 

Ein Polynom wird durch ein Monom dividiert, indem man jeden Summanden durch das 
Monom dividiert und die so erhaltenen Quotienten addiert. 


BEISPIELE 

1. (9fl + 6fr):3 = 3fl + 26 

2. (15x 2 y + 10xy — 5 x ): 5x = 3xy + 2y — 1 (x =1= 0) 


AUFGABEN 1 

6.124 a) (15x 2 j> 2 — 10x^ 2 + 15x 2 >>): 5 xy 

6.125 a) (54 x 3 _y 2 — 66 x 2 j> 3 ) : 6x.y 

6.126 a) (14 p 4 q 2 4-6 p 3 q 2 — 10p 3 q 3 ): 2p 2 q 


Stichproben durchführen! 


b) (28 a 2 — 8a 2 b) : 4a 2 

b) (60 fl 4 b 3 -36 fl 5 b 5 ): 12 a 3 b 

b) (85 x 4 _y 4 — 102x 6 y 2 + 68x 5 y 3 ): 17x 3 .y 
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6.127 a) (-2S a 3 b 2 + 20 ab 4 + 24a 2 b 2 ):(-4 ab) b) (15 a: 2 - 45 x 3 + 75 x 4 ) : ( - 3 jc) 

6.128 a) (2Sa 3 b 7 -Ua 2 b 5 + 20ab 3 ):(-4ab 3 ) 
b) (77 x 2 y 3 — 66 xy 2 — 22 x 2 y 2 ) : ( — 11 xy 2 ) 


Division von Polynomen 1 

Bei der Division von Polynomen müssen bei Verwendung von : oder / als Divisions¬ 
zeichen Klammern geschrieben werden. Verwendet man den Bruchstrich, dann sind die 
Klammern überflüssig und werden weggelassen. 

Wir schreiben also: ^ + ^ oder (a + 3 b ): (a — 2 b) oder (a + 3 b)/(a — 2 b) 

Beachten Sie, daß a + 3 b: a — 2 b eine andere Bedeutung hat als (a + 3 b): (a — 2 b). 

Wenn wir erkennen, daß Dividend und Divisor denselben Faktor enthalten, dann kürzen 
wir durch den gemeinsamen Faktor. 


BEISPIELE 

1 . 


2 . 

3. 

4. 


a 2 (3 a + 5) ~ 

(3 a 3 + 5 a 2 ) :(3a + 5) = — A —= a 2 
3 a + 5 — 


^ N (4a — 5 b) (4a + 5 b) 

(16 a 2 — 25 b 2 ) : (4 a + 5 b) = A - . , c , -- = 4 a - 5 b 

4a + 5b - 

(4jc 2 + 20 xy + 25 y 2 ): (2x + 5y) 

= (2x + 5 y ) 2 : (2x + 5^) = 2x + 5y 
6x — 5 a 


6x — 5 a 


= - 1 


5a — 6 jc — (6 jc — 5 fl) 

A - B 


Allgemein gilt für B + A : 


B-A 


= -1 


Führt die Zerlegung in Faktoren nicht zum Ziel, so wird die Division wie bei natürlichen 
Zahlen durchgeführt. 


651 : 31 ( - 3jc + 6a 2 - 45): (3jc — 9) 

Wir ordnen nach fallenden Hochzahlen 
von x 

(600 + 50 + 1): (30 + 1) (6x 2 - 3x - 45) : (3x - 9) 

Das erste Glied des Dividenden wird durch das erste Glied des Divisors dividiert. 

(600 + 50 +1): (30 +1) = 20 | (6 x 2 - 3 x - 45): (3 x - 9) = 2 x 

Das Produkt aus dem Quotientenglied und dem Divisor wird vom Dividenden subtra¬ 
hiert: 


Wir setzen hier immer einen von Null verschiedenen Divisor voraus! 
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(600+ 50 + 1): (30 + 1) = 20 
600 + 20 |(-) 

30 + 1 


( 6 x 2 - 3 x-45):(3x-9) = 2x 
6 jc 2 —18jc | ( —) 

15 x — 45 


Mit den restlichen Gliedern des Dividenden verfährt man entsprechend: 


(600 + 50 + 1) :(30 + l) = 20 + l 
600 + 20 |(-) =21 
30 + 1 

30 + 1 |(-) 

0 

Probe: 21-31 = 651 


(6x 2 — 3x — 45) :(3x — 9) = 2x + 5 
6x 2 -18x |(-) 

15x-45 

15x — 45 |(-) 

0 

Probe: (2 x + 5) (3 x — 9) 

= 6x 2 —3 x — 45 


BEISPIELE 


5. 


6 . 


(x 3 — y 3 ) : (x — y) = x 2 + xy + y 2 
+ * 3 ~ * 2 T l(-) 

+ x 2 y — y 3 
+ x 2 y — xy 2 |( —) 

+ x+ 2 — y 3 
+ xy 2 -y } |(-) 

0 

Probe: (x 2 + xy + y 2 ) (x — y) = x 3 — y 3 

(x 2 + y 2 ) :(x+y) = x — y 
+ * 2 +xy |(-) 

— xy+y 2 

—xy—y 2 l(-) 

+ 2y 2 


Beachten Sie: 

Nicht jede Division 
geht auf! 


Ergebnis: 

(x 2 + y 2 ) : (x + y) = x — y Rest 2 y 2 


Besser schreibt man: 


(x 2 + y 2 ): (x + y) = x - y + 


x + y 


Probe: 


Das um den Rest vermehrte Produkt aus Quotient und Divisor muß dem Divi¬ 
denden gleich sein: 


(x -y)(x + y) = x 2 - y 2 x 2 — y 1 + 2 y 2 = x 2 + y 2 

Als Formeln merken wir uns: 


A 3 -B 3 = (A- B)(A 2 + AB + B 2 ) 

A 3 + B 3 = (+ + B) (A 2 - + B + B 2 ) 

^ Beachten Sie, daß diese Gleichungen für alle reellen Zahlen gelten, während 
(A 3 — B 3 ): (A — B) = A 2 + + B + B 2 nur für + — B + 0 und 
( A 3 + B 3 ): (A + B) = A 2 - AB + B 2 nur für A + B + 0 definiert ist. 
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AUFGABEN 


Berechnen Sie und prüfen Sie das Ergebnis mittels Stichprobe: 


6.129 a) (x 1 2 - 15 x + 56): (x - 7) 

6.130 a) (7 x + 8 x 2 — 3): (2 x + 3) 

6.131 a) ( - 35x 2 + 4 + 4x): (7x + 2) 

6.132 a) (99x 2 - 15x - 6): (9x - 3) 

6.133 a) ( — 66 + 28 x 2 + 2 x): (7 x 4- 11) 

6.134 a) (x 3 — 25 x — 4 x 2 + 28): (x — 7) 

6.135 a) (x 4 — 5x 3 + 24 + 15x — llx 2 ) : (x 2 — 3) 

6.136 a) (8x 3 - 15 - 34x 2 4- 41 x): ( - 3 + 4x) 

6.137 a) (x 3 + bx 2 + cx + d) : (x — x,) 


b) ( — 48 — 8 x + x 2 ): (x + 4) 
b) (15 x 2 — 17x — 4): (3x — 4) 
b) (10 + 44x + 16x 2 ) : (8x + 2) 
b) ( — a + a 2 — 6 + 4 a 2 ): (a — 2) 
b) ( - 17x + 15 + x 3 + x 2 ): (x - 3) 
b) ( - a 2 + 1 a 2 -\1 a + 15):(a 2 -3) 
b) (47 x — 31 x 2 — 42 + 6x 3 ): (2x — 7) 
b) (q 2 +l):(q + 1) 
b) (x 3 + px + q) : (x - 


6.138 Der elektrische Widerstand ist von der Temperatur abhängig. 


Esgiltl: ~r L = 


1 + a (t 9 u . - 20) 


1 + cc($ k - 20) 

Führen Sie die Division R w /R k durch und stellen Sie unter Berücksichtigung von a< 1 
eine Näherungsformel für die Berechnung von R w aus R k , a und AS auf 2 . 


6.6 Bruchzahlen 


Schreibt man eine Divisionsaufgabe a : b (b 4= 0) in der Gestalt so bezeichnet 
man dieses Gebilde als Bruch. 


Meistens setzt man a s Z und b e Z\{0} voraus. 


Darstellung von Bruchzahlen als Dezimalzahlen 


Jede Bruchzahl läßt sich als endliche Dezimalzahl oder als periodische Dezimalzahl 
darstellen. 


BEISPIELE 

t Der Nenner enthält nur Potenzen von 2; wir erhalten eine 

8 — ‘ — —- endliche Dezimalzahl. 


2 . 


-^-=3:125 = 0,024 
125 -- 


Der Nenner enthält nur Potenzen von 5; wir erhalten 
wieder eine endliche Dezimalzahl. 


Enthält der Nenner eines reduzierten Bruches nur Potenzen von 2 und/oder 5 
als Faktoren, so ergibt dieser Bruch eine endliche Dezimalzahl. 


1 w steht hier für warm, k für kalt 

2 A3 = $ w --9 k 
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2 

3. - = 0,666... unendliche Dezimalzahl 

= 0,6 wir lesen: 0,6 periodisch 

4 . ^ = 0,714285714285 ... 

= 0,714285 Auch hier erhalten wir eine rein periodische Dezimalzahl. 

Begründen Sie: Bei der Division durch die Primzahl p kann die Periode höchstens 
p— 1 Stellen betragen (mögliche Divisionsreste: ...). 


5. y = 0,8333 ... unendliche Dezimalzahl 

6 

= 0,83 gemischt periodische Dezimalzahl 

Die sich nicht wiederholende Ziffer 8 heißt die Vorperiode, die Ziffer 3 die Periode. 

6. T = 0,4666... 

= 0,46 

Umgekehrt läßt sich jede endliche Dezimalzahl oder jede periodische Dezimalzahl in 

der Form y (a eZ, b e N*) schreiben. 
b 


BEISPIELE 


7. 


0,56 = 


56 

100 


J4 

25 


8 . 


0,0232 = 


232 

10000 


29 

1250 


Wie periodische Dezimalzahlen in Brüche verwandelt werden, ersehen wir aus den 
folgenden Beispielen. 


9. 0,7 ist in einen Bruch zu verwandeln. 

0,7 =x 


10x = 7,7 
jc = 0,7 
9 x = 7 
7 

* = 9 


I (-) 


Vom Wert 10 x subtrahieren wir den Wert x. 


0,7 = 


10. 0,23 ist in der Form — zu schreiben. 

b 

0,23 =x 


100 jc = 23,23 
x= 0,23 
99 x = 23 
23 
*~99 


I (-) 


0 , 2 3 =55 

99 


Fassen Sie den Rechenvorgang in Worte! 
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11. 0,37 ist in einen Bruch zu verwandeln. 

0,37 =jc Man multipliziert einmal die gegebene Zahl so, daß die 

100x = 37 7 erste Periode direkt vor das Komma zu stehen kommt, das 

10 x=37 | ( —) andere Mal so, daß sie direkt hinter dem Komma beginnt. 

90x = 34 


34 = 17 
90 45 



12. 0,178 ist in einen Bruch zu verwandeln. 

0,178 = x 
1000* = 178,8 
100x = 17,8 I (-) 

900* = 161 


x 


161 

900 


0,178 = — 
900 


Fassen Sie den Rechenvorgang in Worte! 


AUFGABEN 

6.139 Schreiben Sie als Dezimalzahlen: 


3. 1. 7. 13. 7 . 9.7. 9 . 9 . 
4’ 6’ 8’ 16’ 32’ 64’ 9’ 20’ 11’ 

7.7.5 
19’ 19’ 23 

6.140 Schreiben Sie als Brüche: 



0,37; 

0,0635; 0,79; 0,00052; 

0,4; 

0,72; 

0,26; 

0,563 

0,14; 

0,0835; 0,6; 0,37; 0,37; 

0,175; 

0,175; 

0,175; 

0,175 


Zerlegung einer natürlichen Zahl in Primfaktoren 


Es sei a, b, q e N a b 4= 0 
a heißt durch b teilbar, wenn a = b q gilt. 


Man sagt z. B. „10 ist durch 5 teilbar“ oder „5 ist ein Teiler von 10“ oder „10 ist ein Viel¬ 
faches von 5“. 

Jede Zahl a e N ist durch 1 und durch a teilbar. Man nennt 1 und a die unechten Teiler 
von a und bezeichnet alle anderen Teiler von a als echte Teiler von a. 

Wir stellen nun die wichtigsten 

Teilbarkeitsregeln für natürliche Zahlen zusammen. 


0 ist durch jede Zahl teilbar. 

Eine natürliche Zahl ist 

durch 1 und sich selbst teilbar; 

durch 2 bzw. 5 teilbar, wenn ihr einstelliges Ende durch 2 bzw. 5 teilbar ist; 
durch 4 bzw. 25 teilbar, wenn ihr zweistelliges Ende durch 4 bzw. 25 teilbar ist; 
durch 8 bzw. 125 teilbar, wenn ihr dreistelliges Ende durch 8 bzw. 125 teilbar ist; 
durch 3 bzw. 9 teilbar, wenn ihre Ziffernsumme durch 3 bzw. 9 teilbar ist. 
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Wenn zwei natürliche Zahlen a und b durch c teilbar sind, so sind auch a + b, a — b 
und a •b durch c teilbar. 


BEISPIELE 

1. 3192 ist durch 3 teilbar, weil die Ziffernsumme (Quersumme) 15 beträgt 
(3 +1 + 9 + 2), also durch 3 teilbar ist. 

2. 20 und 15 sind durch 5 teilbar. Es sind auch 20 + 15 = 35, 20 — 15 = 5 und 20-15 = 300 
durch 5 teilbar. 

Zerlegung einer natürlichen Zahl in Primfaktoren 


Eine natürliche Zahl n > 1 heißt Primzahl, wenn sie nur durch 1 und sich selbst teilbar ist. 
Andernfalls heißt sie zusammengesetzte Zahl. 


Die ersten Primzahlen sind 2, 3, 5, 7, 11, ... 

Die Primzahlen bis 1000 sind im Tabellenbuch, 14. Auflage, auf Seite 7 angeführt. 
Ohne Beweis führen wir zwei wichtige Sätze über Primzahlen an: 


Es gibt unendlich viele Primzahlen. 

Jede natürliche Zahl n > 1 ist entweder Primzahl oder läßt sich, bis auf die Reihenfolge 
der Faktoren, in eindeutiger Weise als Produkt von Primzahlen darstellen. 


BEISPIELE 




•?i 

<nI 

II 

o 

rS 

4. 

24 = 2-2-2-3 = 2 3 -3 


5. 11 = 11 

6. 

Die Zahl 90 ist in Primfaktoren zu zerlegen. 

11 ist Primzahl. 


90 = 2-45; 45 = 5-9; 9 = 3 2 

90 = 2-3 2 -5 



Wir schreiben 

oder kürzer 



90 2 

90 I 2 



45 3 

45 3 2 



15 | 3 

5 1 5 



5 1 5 

1 

Größter gemeinsamer Teiler mehrerer Zahlen 



EINFÜHRENDES BEISPIEL 

Der größte gemeinsame Teiler von 36 und 60 ist zu ermitteln. 

Die Primfaktorzerlegungen von 36 und 60 lauten: 

36 = 2-2-3 - 3 = 2 2 -3 2 
60 = 2 - 2 - 3 - 5 = 2 2 -3 -5 

Wir erkennen: 2 2 ist gemeinsamer Teiler von 36 und 60. Ferner ist 3 ein gemeinsamer Teiler 
von 36 und 60. Die Zahl 3 2 ist hier nur Teiler von 36, aber nicht von 60. Die Zahl 5 ist hier 
nur Teiler von 60. 3 2 und 5 sind also keine gemeinsamen Teiler von 36 und 60. 

Es gilt somit: ggT (36; 60) = 2 2 • 3 = 12 
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Unter dem größten gemeinsamen Teiler ggT mehrerer Zahlen verstehen wir die größte 
Zahl, die gemeinsamer Teiler der gegebenen Zahlen ist. 


BEISPIEL 

7. Der größte gemeinsame Teiler von 90; 840; 18900 ist zu ermitteln. 

Es ist: 90 = 2-3 2 -5 

840 = 2 3 • 3 • 5 • 7 
18900 = 2 2 -3 3 -5 2 -7 

und somit ggT (90; 840; 18 900) = 2-3-5 = 30 


Der größte gemeinsame Teiler ist das Produkt der niedrigsten auftretenden Potenzen der 
den Zahlen gemeinsamen Primfaktoren. 


Zahlen, welche außer 1 keinen gemeinsamen Teiler haben, heißen teilerfremd oder 
relativ prim. 


Kleinstes gemeinsames Vielfaches mehrerer Zahlen 
EINFÜHRENDES BEISPIEL 

Von den Zahlen 9 und 15 sind Vielfache anzugeben und das kleinste gemeinsame Vielfache 
ist zu bestimmen. 

K(9) = {18; 27; 36; 45; 54; 63; 72; 81; 90; 99; ...} 

K(15) = {30; 45; 60; 75; 90; 105; 120; ...} 

45, 90, 135, ... sind gemeinsame Vielfache von 9 und 15. 

Es ist V(9; 15)= V(9)n K(15) = {45; 90; 135; ...}. 

45 ist das kleinste gemeinsame Vielfache dieser beiden Zahlen. 

Wir schreiben: kgV(9; 15) = 45 


Unter dem kleinsten gemeinsamen Vielfachen (kgV) mehrerer Zahlen verstehen wir die 
kleinste Zahl, die alle gegebenen Zahlen als Teiler enthält. 


Am einfachsten geschieht die Bestimmung von kgV mit Hilfe der Zerlegung der Zahlen in 
Primfaktoren. 

9 = 3 2 

15 = 3-5 kgV (9; 15) = 3 2 • 5 = 45 

kgV muß alle Primfaktoren der ersten und alle Primfaktoren der zweiten Zahl und nur diese 
enthalten. 


Das kleinste gemeinsame Vielfache ist das Produkt der höchsten auftretenden Potenzen 
aller vorkommenden Primfaktoren. 
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BEISPIEL 

8. kgV (6; 75; 63; 144) ist zu bestimmen. 

6 = 2.3 
75 = 3 - 5 2 
63 = 3 2 -7 

144 = 2 4 . 3 2 fa?K(6:75:63:144^ = 2 4 -3 2 -5 ; -7 = 25 200 

Wir hätten auch so Vorgehen können: kgV muß alle Primfaktoren von 144 enthalten, 
dazu kommen noch die in 144 nicht enthaltenen Primfaktoren 5 2 (von 75) und 7 
(von 63). kgV= 144 • 5 2 • 7 = 25 200 


AUFGABEN 

04^ Zerlegen Sie in Primfaktoren: a) 1260 b) 660 c) 2940 

W6.142 Berechnen Sie die größten gemeinsamen Teiler: 

^a) 48; 72 b) 80; 156 c) 88; 132 d) 40; 300 

Me) 12; 18; 42 f) 69; 156; 273 g) 75; 360; 195 h) 66; 88; 154 

C6.143 Berechnen Sie die kleinsten gemeinsamen Vielfachen: 

a) 10; 24; 36 b) 5; 12; 20; 32 c) 7; 20; 21; 42 

d) 72; 99; 176 e) 225; 81; 2835 f) 10; 15; 500; 140 


d) 1890 


6.144 Zeigen Sie an Beispielen, daß gilt: 


ab=kgV{a;b)-ggT{a;b) 


6.7 Rechnen mit Bruchtermen 
Definitionsmenge eines Bruchterms 


Terme von der Gestalt — heißen Bruchterme. 

N 

Wir bezeichnen 

Z als Zählerterm und N als Nennerterm. 

Wenn nicht ausdrücklich etwas anderes angegeben ist, so gilt: G = R. 

Z 

Wir beschränken uns hier auf rationale Terme —, also auf Terme, bei denen sowohl Z als 

N 

auch N Polynome sind. 

Bei der Ermittlung der Definitionsmenge sind aus der Grundmenge jene Zahlen auszu¬ 
schließen, die den Nenner zu Null machen! 

BEISPIELE 

1. Gegeben sind der Term T{x) = ^ un d die Grundmenge G = R 

Ermitteln Sie die Definitionsmenge! 

Z 

Lösung: T = — D = G\{Nennernullstellen} 

N = x-3 x — 3 = 0 ^ x = 3 ß(T) = [R \{3} 
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2 . 


Es ist die Definitionsmenge D von 
Lösung: 


x 2 + 3x + 1 
( X 2 - 1) (X + 3) 


zu bestimmen. 


N nimmt für x = 1 oder jc = — 1 oder x = — 3 den Wert Null an. 
Somit gilt: D(T) = U\{1, -1, -3} 


AUFGABEN 

6.145 Bestimmen Sie die Definitionsmenge D der folgenden Terme bezüglich der Grund¬ 
menge IR: 

2x + l 6x — 4 Aa * 1 2 -5a+3 2 b 2 -5b + \6 

3 3 jc —12 x 2 C a{a 2 — 4) —5) e b 3 (b — 1) (b + 2) 2 

ggT und kgV ganzrationaler Terme 


Die vollständige Faktorisierung eines Polynoms, also die Zerlegung in Primterme, d. h. 
in Polynome, die nur durch 1 und durch sich selbst ohne Rest teilbar sind, nennen wir 

Zerlegung in Primfaktoren. 

Beispiele für Primpolynome: a\ x — y; 3 x — y 2 

Ausdrücke wie 5 a\ 3x + 3y 2 \ x 2 — y 2 sind keine Primpolynome, sie lassen sich als 
Produkte von Polynomen darstellen. 

5 a = 5 a ; 3 x + 3j> 2 = 3 (x + y 2 )\ x 2 — y 2 = (x — y) (x + y) 


Monome lassen sich immer bequem in Primfaktoren zerlegen. 

10 fl 3 = 2 -5 •aaa 12 x 2 y 3 = 2-2-3 x xyyy 

Die Zerlegung von Polynomen ist in der Reihenfolge 

1. Herausheben 

2. Anwendung von Formeln 
durchzuführen. 

BEISPIELE 

Der größte gemeinsame Teiler ggT und das kleinste gemeinsame Vielfache kgV der 
folgenden Terme sind zu bestimmen: 

1. Ux 2 y; 21 xz 
Lösung: 

14x 2 y = 2 -7 -x 2 -y ggT (14 x 2 y; 21 xz) = 7x 

21 xz =3-7 -X’Z kgV (14jc 2 ^; 21 xz) = 2~3 -7 -X 2 -y-z = 42x 2 yz 

2. x 2 — y 2 ; 3 (x 2 — 2xy + y 2 ); x 3 — y 3 
Lösung: 

x 2 — y 2 = (x — y) (x + y) 3 ( x 2 — 2 xy + y 2 ) = 3 (x — y) 2 

x 3 — y 3 = (x — y) ( x 2 + xy + y 2 ) 

ggT [x 2 — y 2 ; 3 (x 2 — 2 xy + y 2 ); x 3 — y 3 ] = x — y 

kgV [x 2 — y 2 ; 3 (x 2 — 2xy + y 2 ); x 3 — y 3 ] = 3 (x — y) 2 (x + y) (x 2 + xy 4- y 2 ) 
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AUFGABEN 

Bestimmen Sie den größten gemeinsamen Teiler und das kleinste gemeinsame Vielfache 
folgender ganzrationaler Terme: 


6.146 

a) 

a 2 — 

4 a\ a 2 + 4a ; 15 a 2 

b) 

x 2 - 

■9; 6 

— 2x 

6.147 

a) 

a 2 + 

2 a + 1; a 2 — 1 

b) 

x 3 - 

-T 3 ; 

x 2 — y 2 

6.148 

a) 

a 2 - 

25; 4a + 20; 2a 2 + 10a 

b) 

2x 2 

- 

; 6xy — 3y 2 

6.149 

a) 

12 a 2 

— 6a; 4- 16a 2 

b) 

ab - 

- b 2 ; 

a 2 — ab; a 2 

6.150 

a) 

12* 3 

; 8x; 2x 2 —1 

b) 

24 x 

2 yz; 

\6xy 3 z 3 

6.151 

a) 

25 m 

4 n 2 r; 90m 3 n 3 r 2 

b) 

a — 

b; a 

3 — 3a 2 b + 3 ab 2 — b 3 

6.152 

a) 

a 2 - 

b 2 ; a 4 — b* 

b) 

a 2 - 

- b 2 ; 

a 4 + 6 4 

6.153 

a) 

a 2 + 

b 2 ; a 3 + 6 3 

b) 

a 2 4 

- b 2 ; 

a 4 + 6 4 


Erweitern und Kürzen eines Bruchterms 


EINFÜHRENDE BEISPIELE 
Erweitern: \ =% 


•2 


3 __9_ 

4 12 


•3 


3 _ 15 

4 20 


•5 


Kürzen: 



60 _12 

25 _ 5 

I :5 


72 

27 



8 

3 


Es sei A=t= 0 
Z ZT 

n ” A-r 


und T=t=0. 

Erweitern 


_Z 
A = 


Z: r 

A: T 


Kürzen 


Der Wert eines Bruchterms ändert sich nicht, wenn man Zähler und Nenner mit dem 
gleichen (von 0 verschiedenen) Term multipliziert oder durch den gleichen (von 0 ver¬ 
schiedenen) Term dividiert. 


^ Die Definitionsmenge D E des erweiterten (bzw. gekürzten) Bruchs stimmt im allgemeinen 
nicht mit der Definitionsmenge des Urterms überein! 

BEISPIELE 

X 

1. Es ist -— mit x zu erweitern. 

x — 1 

Lösung: Es gilt: 

Die Definitionsmenge von ist D = !R\{1}. 

x 2 

x(x-l) 


Die Definitionsmenge von 


ist D e = U\{0, 1}. 


Beachten Sie: D 4= A 
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6. Rechnen mit Variablen und Termen 


2 . 


Es ist 


x — 3 


x (x + 2) 
Lösung: Es ist 


mit x — 1 und x + 4 zu erweitern. 
Z) = R\{0, -2} 


Es gilt: 


x — 3 
x (x + 2) 


(x — 3) • (x — 1) • (x + 4) 
x (x 4- 2) • (x — 1) • (x + 4) 
in P E = R\{0, -2,1, -4} 


x 3 — 13 x + 12 
x 4 + 5x 3 + 2x 2 — 8x 


3. 



ist zu kürzen; es gelte y =i=l A y =t= —1 


Lösung: 

Ein Bruch kann genau dann gekürzt werden, wenn Zähler und Nenner einen gemein¬ 
samen echten Teiler enthalten. Wir zerlegen daher den Zählerterm Z und den Nenner¬ 
term N in Primfaktoren. 


y 2 — y = y(y — 1) t y — 1 ist gemeinsamer Teiler von 
— 1 = o + 1) O' — t ) J Z und N 

y 2 -y _ y(y-V y 
y 2 - i (y + 1)0'- i) t + i 


4. 


z(z 2 + 1) 

(z - 1) (z 2 + 1) 


ist zu kürzen. 


Lösung: 

z(z 2 + 1) _ z 

(z - 1) (z 2 + 1) ~ Z - 1 


z 4= 1 


Beachten Sie: Grundmenge: [R 

Definitionsmenge des gegebenen Terms = IR\{1}. 

Definitionsmenge des gekürzten Terms D 2 = (R\{1}. 

Es gilt hier D^ = D 2 , weil z 2 -I-1 für keine reelle Zahl den Wert 0 annimmt! 

5. Es ist \ a —zu kürzen. 

a 2 b 3 (a — 1) 

_ ab{a - l) 2 a - 1 . _ . , 

Losung: 2 ,,. -— = ■ (a=t=0Afl=l=lAÖ=#0) 

ö b (a — 1) ab~ - 


AUFGABEN 


6.154 Erweitern Sie auf Brüche mit dem Nenner 300: 
7_' 17. _5_. _3_. 127. __9_ 

15’ 30’ 12’ 10’ 150’ 25 


6.155 Kürzen Sie soweit wie möglich: 
15. 27. -28. 33 . 34. - 

-96 . 

168 . 153 


25’ 36’ 21 ’ -55’ 51’ - 

-132’ 

-360’ 68 


6.156 Ordnen Sie der Größe nach: 

.14 .. 5 14 ,70 

a) 5’ 15 b) 2 : T C) 125 

78 
’ 135 

234. 252 
a) 210’ 225 

. 49 
C) 53 = 

6.157 Erweitern Sie ^—- mit 

2 x-y 

a) x 

b) 4 x—y 

c) 2 x-y 
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Bringen Sie die folgenden Brüche durch Erweitern auf den gleichen Nenner: 


6.158 a) 

6.159 a) 


3* 5 x 2 


4 yz 2 ’ 8 y 2 z 3 
2a 3a-2 


3x — 6 5x + 2 


2x 2 — 2’ 4(x + l) 
5 4 b 


1-fl 2 ’ a 2 -3a+2 ’ 2b-3' 3-2 b 

Kürzen Sie die folgenden Brüche soweit wie möglich: 


6.161 a) 

6.162 a) 

6.163 a) 

6.164 a) 

6.165 a) 

6.166 a) 

6.167 a) 


4m 


3 n 


m+n m—n 
2x 3x —1 


6x + 6 


15 

b) 

18 

c) 

-72 

d) 

27 a 4 b 

39 

-45 

120 

99 a 2 b 4 

51x 2 jz 3 

68 xy 2 z 4 

b) 

95 r 4 s 

76 r 3 s 2 

C) 

a 2 + a 

a 

d) 

y 4 -y 2 

y 2 

2c 2 + 5 c 2 

b) 

21 (x + 1) (x — 2) 

c) 

12(7+4) 

d) 

r 2 -s 2 

6c 4 

35 (x-2) 

40 0 + 4)- 

0 r + s ) (2 r-. 

2 m + 2 v 

b) 

x 2 -2xy + y 2 

c) 

3x-3 y 

d) 

fl 2 —4 

u 2 + 2uv + v 2 

x 2 — xy 

x 2 -y 2 

2 — fl 

x 3 — xy 2 

b) 

4a 2 b —9 b 2 

c) 

1-9x 2 

d) 

x 4 —9x 2 

x 3 -\-2x 2 y + xy 2 

4a 2 —Mab +9 b 2 

9x 2 + 6x + l 

3x —x 2 


a 2 -\-2b 2 


b) 


12x 3 + 12 y 3 


c) 


x 2 + 2x + l 


10x 2 -10 y 2 

6 u 3 u — 32 u 2 u 2 + 6uu 3 20x 4 — 20y 4 


9uv‘ 
4 a 2 - 


-9m 3 v 2 
-4ab 2 + b 4 


i a 3 — 32a 2 b 2 + 6 ab 4 +b 6 ’ 54x 3 + 36x 2 + 6x 


b) 


b) 


15x 2 + 30xj> + 15j> 
18x 4 —2x 2 


1 — x 2 

c) 

C) 


d) 


x 2 —6x + 9 


9 —x 2 
'3a 1 -\2ab + 9b 2 
4 a 2 —9 b 2 

36 a 3 b 3 — 36 a 2 b 4 + 9 a b 5 
32a 4 b-3a 2 b 3 


Addition und Subtraktion von Bruchtermen 

EINFÜHRENDE BEISPIELE 


, 1 3 4 

L 5 + 5 ” 5 


1 _ 

45 

45 = 3 2 -5 
35 = 5-7 


8 3 4 49 - 72 + 135 • 

35 + 7 ” 9 “ kgV 


140 


• 28 


3 2 - 5 • 7 


kgV =3 2 • 5 • 7 


:7 


4 

45 


Z 1 _^ 2 _ _ z \ + z 2 


Z±_ 

n 


n 


z \ - z 2 


Gleichnamige Brüche werden addiert, indem man die Summe der Zähler durch den ge¬ 
meinsamen Nenner dividiert. 

Ungleichnamige Brüche werden vor dem Addieren (bzw. Subtrahieren) gleichnamig ge¬ 
macht, indem man sie auf den Hauptnenner, das kleinste gemeinsame Vielfache aller 
Nenner, erweitert. 
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6. Rechnen mit Variablen und Termen 


BEISPIELE 

„ a + 2b a — 2b a + 2b — a + 2b 4 b 


y 

5 + x 


+ 3 + 2* + 7 


1 - X 2 \ - X X + X 2 


= — O- + 0) 


(x 4 = 0 a x =f= 1 a x 4 = — 1 ) 


Faktorenzerlegung 
der Nenner 

Erweiterungs¬ 

faktor 

Erweiterter Zähler 

1 — x 2 = (1 — x) (1 + x) 

X 

(5 + x) x = 5 x + x 2 

1 — X 

x(l + x) 

3(x + x 2 ) = 3x + 3x 2 

jc + x 2 = x(1+x) 

1 — X 

(2x + 7) (1 — x) 



= —2x 2 — 5 x + 7 


kgK = x(l — x) (1 + x) 

5x + x 2 + 3x + 3x 2 — 2x 2 — 5x + 7 
x(l — jc) (1 + x) 

4 5a —6b a—3b+5 


2x 2 + 3x + 7 
x(l — JC) (1 + JC) 


a — 3b a 2 + 3ab a 2 + 6ab-\-9b 2 


Faktorenzerlegung 
der Nenner 

Erweiterungs¬ 

faktor 

Erweiterter Zähler 

a—3b 

a (a +3 b) 2 

4-(a 3 + 6 a 2 6 + 9a6 2 ) 

a 2 + 3 ab = a (a +3 b) 

(a + 3b)(a-3b) 

(5a — 66 ) (a 2 -9b 2 ) 

a 2 + 6ab + 9b 2 = (a+3b) 2 

a(a-3b) 

(a-36 + 5) (a 2 -3ab) 


+ 3 6) 2 (a-3b) 

4 a 3 + 24a 2 b + 36 ab 2 — 5 a 3 + 6 a 2 b + 45 ab 2 — 54 b 3 
kgV 

a 3 — 3 a 2 b + 5 a 2 — 3 a 2 b + 9 ab 2 — 15 ab 


kgV 


24a 2 b + 5 a 2 + 90 ab 2 — \5 ab — 54 b 3 
a(a + 3b) 2 (a-3b) 


AUFGABEN 

6.168 a)} + { + ^ 

, 13 5 29 18 43 

6.169 a) 2() 2g + 55 35 22Q 


... 2 „ 5 

b) y +3_ i4 

b) _ 4" + 44 


6.170 a) 


6.171 a) 


3 x — 2y + 4 2x4-3 y — 6 


3x 


5 x — 3y + 2 
5 


x + 2 


+ 2x + 4 + x - 


x + 2 x + 2 


+ 

5x — 3 
x + 2 


1 1 16 

C) 3 + 5 60 


37 


18 


c ) 210 2 ° ^ 


17_ 47 

36 + 63 35 


b) —-— 

X xj> 

b) 3 -5 

X 


6.172 a) 3 (x-2^ + 4(2x-3^ 
a + b a + b 


5 (x + 4y) 2 
a + b 


6.173 


(2a + 3b)(4a-5b) (a-3 b) (4a-5b) 


b) 


2a 


2 a 


x + y 

(3a-6b) 2 
2a 


+ 1 
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6.174 a) 

6.175 a) 

6.176 a) 

6.177 a) 

6.178 a) 

6.179 a) 

6.180 a) 

6.181 a) 

6.182 a) 

6.183 a) 

b) 

6.184 a) 

b) 


* + T _ 1 
x-y 

^-1 


2 3 ^ — 4/7 

3 ip + q) (p+ qf 


4 5 

a ab 

2a - 4 
a4-l 


+ 2 


ö 2 — 1 


b) 
b) 
b) 
b) 

4-3 b) 4 - 


3 

2 

x + y 

x-y 

3 

7 

5 m 

15 m 

4x — 5 

3 x — 2 

x + 3 

2 x + 6 

2x4-5 

3 x — 4 

3x — 1 

- 1 - 3x 


c)^+l 

x-y 


3 fl 4- 1 


2x 4- 3>> 6x — 1 
4x 2 — 9 y 2 + 2x4-3 y 

3 a 2 + 4a — 5 3 a + 2 


b) 




7 - 


£ 2 - 

5 


3a — 2b 3 a + 2b 


a — 1 


(fl + l ) 2 


x 2 + y 2 x(3x - y) 


- y‘ x J 
5 r — 2s 


■ xy z 


4 r 2 — 4 rs — 3 s 2 
3 a — 2b 


a 2 - 1 

6T-T 2 

x 2 y — y 3 

5r+3s 

2r 2 + 5rs — 3s 2 
4a -5b 


4 tj 2 3 £ 4- 12 77 
a 4- b 

b) — b + 

b)4^4 + 


a 4- 2 b 

a — 2b 

2-4 a 

4a-5 

a + 2 

2 - a 

3 c — 2 

5 d + 4 

4 c + 6 d 

6c + 9 d 

r — s 

4 rs 

r + s 

s 2 — r 2 

3 m 2 - 1 

( 2 m 2 + 4 


m~ — n~ {m 
2 ab a — b 


2 — b 2 a + b 
y 2 — x 2 3 x — 4 y 


b) 


x" - y* x~y y y* — x* 

5r-2t 5r + 2t 


r 2 — 2rt — 35 t 2 r 2 4-13 rt + 40 1 2 


a 2 + 4ab + b 2 a 2 + 3ab + b 2 

3 b + 4c — 5 2b-3c + 3 


(b + 5c)(-3b + 2c) (4 c - 6 b) (2 c + 1) 

— 1 + 2 x _ 14-2 y _ 


6 x 2 - 13 xy 4- 6 y 

f~ e 


e 2 + 2 ef+f 2 


e + 2 f 
4- ; 77 4- 


4x 2 — 12x>> 4- 9y 2 
e + 3f 


f 2 e 2 + 2 ef+f 2 


Multiplikation von Bruchtermen 

EINFÜHRENDE BEISPIELE 

2 . 


-H 


± = 5^4 = 4 
15 15 3_ 

: 5 


±9 

27 *2 = 


4-9 

27-2 


I : (2 * 9) 


z, z 2 z x - z 2 


(N, + 0 a A 2 *0) 


W, iV 2 Wi • W 2 

Bruchterme werden multipliziert, indem man das Produkt der Zählerterme durch das 
Produkt der Nennerterme dividiert. 


Wenn es möglich ist, wird vor Ausführung der Multiplikation gekürzt! 
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6. Rechnen mit Variablen und Termen 


BEISPIELE 
4. 

7 a 


5. 


3 25 

5 x 6x 


3-25 


6 b 2 
45 (x-y) 


5x-6x 2x 2 

3 ab ist zu berechnen. 
21 z 3 


(x 4= 0) 


7a 1 a-3 ab 

6 V iab = ^b^ 


1 z 15 (jj/ 2 — x 2 ) 

— 3 • 15 (y — x) • 7 z • 3 z 2 
lz-\5{y-x)(y + x) 

5x x 2 — 1 


■9z 2 


x + y 


x 3 — 1 35x 2 

5x(x- 1) (x + 1) 


(x =t= 0 A X =(= 1) 
x+ 1 


(x — 1) (x 2 + x + 1)-5x-7x 7x(x 2 + x + 1) 


7 q 2 

~ 2 /T 


=*= 0 ) 


(x 2 4= y 2 a z =1= 0) 


AUFGABEN 
1 2 

6.185 a) — — 


6.186 a) 


(--ä-J-t- 


6.187 a) -r-a 
b 


6.188 a) — -3x 2 
x 

«189 a) 4^- 10 y 


b) 


6.190 a) 


5xy 2 

5 

a — 3 


• (a 2 — 9) 


5 -4 

16 ' 15 


. 7 3 

C * 12 14 

b) 1 

f 4 \ 

77 / 63 \ 

l 35 J 

18 \ 22 ) 

a h 

~b' b 


0^-6 



C) 77 83,2 

b) 

3 

-•(q + 6) 

q 2 — 6 2 

b) 

6 

• (x - 1) 

x 3 — 1 


6.191 a) 


■{p-6) b) 


3ff+ 3 


p 2 -Ap-\2 ^ q 2 — %q 

6-192 a) (x + 7 )' xy b) (777 “ 7^7) • ( * 2 - ' 2) 

6-193 a) (l>c + ~ac~ ~ab) ' abc » ~ + I) 

6.194 a) ( 7 - 7 ) •(* + ->') 


3_ 20 
4’21 

JU -60 
5 ' 21 


c) 


d)^-63 

d) Tu' 15ü 

6(q - b ) 
q 2 — b 2 


15 

- 42 


(q + b) 




c) 


x 3 - 1 
4x 2 j 


6.195 a) 


3x 2 35>> 4 2x 

5x_y 3 ‘ 21x 3 ^ 

.2 


b) T'7^ 

yv^ gq 

cd ag ' bf 


50 (x 2 - y 2 ) 

c) (l + l)' 4a6 

c) (7- 7) 

c) i£.izi 

; 8 >> 6 x 


55 (x - >0 


•xv 


, q b 2 - c 

6.196 a) - 7 —- Y7T 

b + c a 2 b 


b) 


q + b a — b 
a — b a + b 


x + y 4_ 
x-y' 3 

3 x 2 y 2 y 2 — x 2 


x + y 6 x 2 y 
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6.197 a) 


x — 1 x 2 - 


jc + 1 
5 


1 »( 


x + y 


_\ x L -y l 
- y ) x 2 + y 2 


c) 


a 2 + ab ( a + b 2b \ 
a 2 + b 2 \ a a + b) 


6.198 a) ’4x 2 


6 - 199a )^r|f(“ + *> 




b) (x - 1) • 


X 3 - 1 


c) 

c) 


a 2 -9b 

1 

x 2 — y 2 


Y ’(a + 3b) 

x 2 + xy 
x-y 


6.200 a) 

6.201 a) 

6.202 a) 

6.203 a) 
c) 


/ 1 _ 1 \. x 2 ~y 2 h) ( a _ b \. a . } - ah2 . c) /*±z +1 \.*zz 

\x + .y x — yJ x ’ \ a + b a-b) 2 ’ \x-y ) 2x 


V + a- 

-b 1 6 ) 

x 2 — 4 

IOjc + 20 

5 

jc 2 + 4jc + 4 

I a 

2 ab \ 

\a — b 

a 2 -b 2 

( ' 

+ . 26 J 


b) 


b 2 — c 


b + c 


c) 


3 jc 


4jc 2 + 4jc+1 


( x + y + 2xy — x 
xy-y 2 


(a - b) 2 


b) l , 

1 b 


a 2 b ’ 2jc+1 6jc 3 

x-y 


) 


2 x-y 


a — b 
1 

a — b 


a 2 — ab 
2b 

' a 2 -b 2 


) 11 (^'+1) ' h ) 

) 


4 a 2 — b 2 
4 fl 


Division von Bruchtermen 

EINFÜHRENDE BEISPIELE 


15 15 

8 8-7 


15_ 

56 


„ 16 24-3 9 

2 24 ■ — =-= — 

3 16 2 


Ä. Jü_ A _25__i5_ 

3 * 5 1 25 “ 5 ' 12 " 3 


* JV 2 


Zt n 2 z, ■ iV 2 


(AT, 4= 0 a N 2 * 0 a Z 2 4= 0) 


z 2 N, Z 2 

Man dividiert durch einen Bruchterm, indem man mit dessen Kehrterm multipliziert. 


Wenn es möglich ist, wird vor dem Ausrechnen gekürzt! 


BEISPIELE 
16jc 3 


5V 

3a 


:8jc 2 = 


16x 3 


5y 8x 2 5j_ 

3 a 1 3a 


1 =4^ (jc + Oaj + O) 


4 b"' 5c 4 b 5 c 20 bc 

2ab — 3 ac 4ab — 6ac 


(b = 1= 0 a c 4= 0) 

a{2b-3c) 5d{2a + 3b) 5 

3 z/(2 öt H- 3 6) ‘ 2a(2b-3c) ~ 6_ 


6ad + 9bd * 10ac/ + 156c/ 

Voraussetzungen: 2 a 4= -36 a 26 4 3c a «4=0 a c/ 4= 0 
/12jc 2 ^ 6xj> 2 \ „ 


(x + Oa^ + Oa z + 0) 


4 jc 2 v 

=-— —Eine Summe wird gliedweise dividiert! 

z 5 z 2 

2Qxz-2y 2 (10xz — y) 

5 z 2 5 z 2 
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AUFGABEN 

6.204 a) 


6.206 a) 

6.207 a) 



: 17 


144 

0^:12 


36:f ») 4 

. 3 
: 5 


. 3 15 

C) 4 ' 16 


™:5 

X 


b) 

35 / 94 :7 M 3 

6 pq 

, 3b 

c) -: 6 b 

fl 



b) 

12x f. 

——: 6x 

c) 2:- 

V 


6.208 .) 7 ° ( ° a + h h) :U(ai - b>) 


Ab 2 


6.209 a) 

6.210 a) (4fl 2 - 1): 

6.211 a) 

6.212 a) 

6.213 a) 


: (fl + 2b) 
2a + 1 

2 ö - 1 


b) 3y: —j- c) a :-p- 


b) : (x 2 - j 2 ) c) (9 - x 2 ): - 

e) iab 


x + y ' (x + j>) 2 fl 2 - 4 6 2 


12 m 2 « 2 An 2 m 3 

b) 

/ 2x 2 

3x \ 

X 

55ab 2 ' 33 a 2 b 

\ 5x^7 

2^/ 

’ T 

2 ab 4 a 2 b 

*) 

a — 3b 

2a — 6b 

fl 4- b ' fl + b 

x 2 ' 

X 

4 (x + j>) 2 . 2(x + j/) 


x 2 -j> 2 

. x-y 


7 (x 2 - j> 2 ) ‘ 35 (jc — t) 

6 ‘ 214 3 > — 


6x - 4 y 


b) 


x + y (x + y) 2 
I 2x — 5 2x — 6 \ 24 — 7x 




6.215 a) 70 6) :14 (a 2 - b 2 ) 


6x + 12 3x / ' 2x + 8 
fl — 2 b 


6.216 a) 

6.217 


3 ab 
2 ab Aa 2 b 


a + b ' fl + b 
x 2 — _y 2 . x — y 


b) (fl 2 — Ab 2 ): 

b) 


+ 4 b 2 
fl — 3 b 2a — 6b 


x + y ‘ (x + j>) 2 

6 - 218 3 >lfe^27-37) : 


4(x + j) 2 . 2(x + >>) 
5? 7 (x 2 - j 2 ) ' 35 (x - y) 


6x — 4y 
b 


tyrr-iZi)' 


2ab_ + fr 2 

a 2 + ab 


6219 a > (^r^ + 7TT) : “ 7^2) 


— X 

~4~ 

2b 3 
fl 4- 2 b 
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Doppelbruchterme 


EINFÜHRENDE BEISPIELE 


4 6 4 7 14 „ 4 3 5 20 

3 * 7 — 3 6 ~ _9_ 2 * 

5 


II 

T 

Terme der Form -=— heißen Doppelbruchterme. 

1 3 



Wenn wir den Hauptbruchstrich durch ein Divisionszeichen ersetzen, dann sind die 
obigen Aufgaben auf die Division zweier Brüche zurückgeführt. 


BEISPIELE 

4 


3. 


3 / 4 \ . 1 _ 4a 

J_ _ \ ~ 3 ) '' a ~ 3 


-= —r (g=h0) 


-r + 2 




+ 26 ö — 6 fl + 26 

~b : b~ = a-b 


b + 0 a fl 4= b 


5. 


ist soweit wie möglich zu vereinfachen. 


i-i 

x _ 

1 1 

x 2 T 


Zähler des Doppelbruches: — — 1 
Teilnenner x, 1, x 2 , 7 

x xy — x 2 y _ xy (1 — x) 


1 1 

x 2 y 


y + x 2 


x 2 + y 


Nenner des Doppelbruches: 
kgV = x 2 y 


(x + 0a^ + 0ax 2 + j + 0) 


1 1 


Treten in einem Doppelbruchterm Summen auf, so erweitert man zweckmäßig mit 
dem kleinsten gemeinsamen Vielfachen aller Teilnenner. 

Der Doppelbruch wird dadurch in einen einfachen Bruch verwandelt. 
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— + 2 
a 

a + 2a 2 

1 

i 

a 2 


4x - 3y 

m 

1 

* 

15 x 

12 y 

2x4- y 

5x + y 


= fl(l + 2a) 


kgV = a 2 \ D = U\{0} 


ist soweit wie möglich zu vereinfachen. 


4jc 3 y 

Das Erweitern mit dem kgV aller Teilnenner, mit 12*5 xy, ergibt: 

4 y (4 x - 3 y) - 5x(4x - 3 y) 16 xy - 12 y 2 - 20x 2 + 35xy 
15y(2x + y)~ 20x(5x + y) ~ 30 xy + 15 y 2 - WOx 2 - 20xy ~ 

— 20x 2 + 31 xy — 12 y 2 _ 20x 2 — 33xy + 12 ^ 2 

- lOOx 2 + 10 xy + 15^ 2 = ~5 (20 jc 2 - 2 xy - 3 y 2 ) 

Aus den Beispielen erkennen wir: 

Sorgfältiges Schreiben (Hauptbruchstrich durch Länge und Strichdicke hervorheben, 
Gleichheitszeichen und Operationszeichen auf Höhe des Hauptbruchstrichs schreiben) 
ist Voraussetzung für richtiges Rechnen! 


b ... a 

— ist verschieden von —— 
c b 


AUFGABEN 


Vereinfachen Sie die folgenden Doppelbrüche soweit wie möglich: 


6.220 a) 


6.221 a) 


6.222 a) 


6.223 a) 


4 

5 

3 

3 

66 

x 15 

8 

b) ^ 

C) 27 

39 

11 

35 

19 

6 

3 

14 

15 

x 40 

38 

b) 12 

C >-^ 

28 

30 

5 

3 

15 

a 2 

5 

2 

x ~b 

12 

b) ^ 

c) — 

70 

16 

b } 

5* 

6 rs 

r 


4 a 2 b 
15 xy 
Sab 


b) 


5 qs 
2 r 2 p 


c) 


a + b 


d) 


10 
24 
5 

9_ 

d >f 


ib 2 


d) 


d) 


b 3 a 2 
ca 

x 

r + s 


r + s 
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6.224 a) 

6.225 a) 

6.226 a) 

6.227 a) 

6.228 a) 

6.229 a) 

6.230 a) 

6.231 fa) 

6.232 a) 

6.233 a) 


2 xy 


1 


1 


fl 

x 2 — y 2 

b) 

x 2 — y 

c) 

x + y 

d) 

b 2 — fl 2 

3x(x + j) 

1 

1 

2 ab 

x-y 


x-y 


x 2 — y 2 


fl — b 

, 4x 

b) 

>-} 

c) 


d) 


2 x 

X ~lS 

*4 

f- 1 

f- 1 

fl c 

~b~~b 

b) 

1 

x + — 

y 

C) 

y x 

d) 

I - 2 

1 

b 

i 

x - — 

T 

l' X 

i +3 

1 1 

4- 7 

fl fl 2 


•4 


12~ +M [< 

r)‘ „ 

m / 2 ,,//\ 2 


4 4 3 


1 

x — — 
_T_ 

1 

x + 


a 4- - 


a 4- b 


a 

12 


5a 

4 


2 a 2 
3 


x + 


7 a 


2 x + — 
x 


X + 1 X 


3 fl 


b) 


1 b) 


x — 1 


x + 1 


X + 1 x — 1 
X - 1 ~~ X + 1 

2 x-| 


C) 


X + 1 


-2 


d) 


2a 


y - - 


y — 

i - 


2 T 

2 — T 2 

1 


1 +- 


2 x + y 


(X + l) 2 

1-1 

X 

1-1 
X 


x+ 1 


+ 5 


d) 


2 r 


b) 


b) 


1 

4 a 


5 

6b 


1 - 


3 4- 


i-i 

r 


2-1 

X 

2 — 3 x 
1 + x 


1 2 

5 5 

36 3 fl 

5_ 2 


fl — X 

1 

x + y 

r\ fl + x 


x + y 
x-y 


- 1 


#4 


5 - 15x 
2 - 3x 

fl 4- x 
a — x 


d) 


4z 
z T 1 


+ - 


2 z 
z + 1 

a + ß 


- 7 

- 3 


fl + x 


d) 


cc — ß 
3 


b) 3 


?c) 


d) 4z + 


+ 2 
21 


1 - 


1 -T 


« + 


3 fl — 1 


3 4- 


9 z 


- 3 z 


x 2 — 1 


b) 


1 + 7 

x 2 


c) 


•d) 


x + - 


1 -- 


1 +- 


1 - 


1 

fl + - 
fl 


fl + 


1 

fl — - 
fl 




















































































7. Lineare Gleichungen in einer Variablen 


Nach dem Durcharbeiten dieses Abschnitts werden Sie folgendes können: 

■ die Begriffe Gleichung, Grundmenge, Definitionsmenge, Lösung und Lösungsmenge erklären; 

■ Gleichungen nach der Anzahl der Variablen, nach dem Grad der Variablen, nach dem Verwen¬ 
dungszweck und nach der Lösungsmenge einteilen; 

■ den Begriff äquivalente Gleichungen erklären; 

■ die Äquivalenzumformungen für eine Gleichung angeben; 

■ Gleichungen mit ganzrationalen Termen, mit Bruchtermen und mit Doppelbruchtermen lösen; 

■ die Probe für die errechnete Lösung durchführen; 

■ spezielle Lösungsmengen an der Ausgangsgleichung erkennen und erklären; 

■ Textaufgaben erfassen, die Gleichung aufstellen und lösen sowie die Lösung erklären; 

■ Gleichungen mit variablen Koeffizienten (Formvariablen) lösen und das Ergebnis bei Bele¬ 
gungen der Koeffizienten anwenden; 

■ Fallunterscheidungen bei Gleichungen mit Formvariablen durchführen; 

■ Gleichungen in mehreren Variablen (Formeln) nach einer Variablen umformen sowie die allge¬ 
meine Probe und eine Stichprobe durchführen. 


7.1 Begriffe 

Wir bringen zunächst die Definitionen jener Begriffe, die wir zur Besprechung verschiedener 
Gleichungen und zu deren Lösen brauchen. 


T j und T 2 seien Terme; 

7j = T 2 bezeichnet man als Gleichung. 

Die Menge aller Zahlen, die für eine Belegung der Variablen der Gleichung vorgesehen 
sind, heißt Grundmenge G der Gleichung. 

Jene Teilmenge von G, deren Elemente beide Terme 7j und T 2 der Gleichung in reelle 
Zahlen überführen, heißt Definitionsmenge D der Gleichung. 

Jede Zahl der Definitionsmenge, die eine Gleichung in eine wahre Aussage überführt, 
heißt Lösung (Lösungselement, Lösungszahl) der Gleichung. 

Die Menge aller Lösungen einer Gleichung heißt Lösungsmenge L der Gleichung. 


Gleichungen zwischen konstanten Termen sind Aussagen. 
Gleichungen in mindestens einer Variablen sind Aussageformen. 
Wenn nicht ausdrücklich etwas anderes verlangt ist, gilt G = R. 
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Ist Z), die Definitionsmenge von 7^ und D 2 jene 
von T 2 , so ist D = D] n D 2 die Definitionsmenge der 
Gleichung. 


Es gilt: L^D^G. 



Wir veranschaulichen das Lösen einer Gleichung durch ein Flußdiagramm und durch ein 
Struktogramm. 



BEISPIELE 


1. Setzen Sie alle Zahlen der Grundmenge in die Gleichung ein, stellen Sie fest, ob eine 
Aussage herauskommt und wenn ja, welche. 

Bestimmen Sie die Definitions- und die Lösungsmenge. 

Die Gleichung lautet: —- ^ X + ^ = 0, G = { 1,2, 3, 4, 5}. 

Lösung: 


x = 1: 

0 = 0 Aussage 

=> 1 e D, w. A. => 1 e L 

x = 2: 

Linksterm nicht definiert, keine Aussage 

=> 2 $ D, => 2 $ L 

x = 3: 

— 2 = 0 Aussage 

=> 3 g D, f. A. => 3 $ L 

x = 4: 

0 = 0 Aussage 

=> 4 e D, w. A. => 4 g L 

x = 5: 

^ = 0 Aussage 

=> 5 g D, f. A. => 5 $ L. 


Folgerung: D = {1, 3, 4, 5}, L = {1,4}. 


2. 


Die Abhängigkeit der Lösungsmenge von der Grundmenge soll im folgenden Beispiel 
gezeigt werden. Wir nehmen dazu die Gleichung des vorigen Beispiels, weil die Rech¬ 
nungen bereits vorliegen. 


x 2 — 5x + 4 


= 0 


a) G = { 1,4} => 

b) G = {1, 3, 5} => 

c) G = {2,3,5} => 


x — 2 


L = { 1,4} L = G = D 
L = { 1} LczG = D 

L = {} ß = {3,5} 
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AUFGABEN 

7.01 Verfahren Sie wie im letzten Beispiel. Bestimmen Sie D und L: 

a) x 2 + 3 = 4x, G = {0,1,2,3} b) |±| = 4, G = {1,2,3,4} 


c) x 2 + 'l=(x + 1) 2 — 2x, G—{2,3, 4} 

x — 2 


e) 


(*-l) (x-3) 


= 0, G = { 1,2, 3, 4, 5} 0 


d) 3x + l = x + 2(x + l), G = {0,1,2,3} 

X-l 


(*-2) (x-3) 


= 0, G = {1, 2, 3, 4, 5} 


7.2 Einteilung der Gleichungen 


l. 


2 . 


3. 


4. 


Nach der Anzahl der Variablen: 

z. B.: 2x = 17 Gleichung in einer Variablen 

z. B.: x — 3y = 4 Gleichung in zwei Variablen 
z. B.: x 2 — 3y 2 + z = l Gleichung in drei Variablen 

Nach dem Grad der Variablen: 

z. B.: x + 3 = 0 Gleichung 1. Grades (Lineare Gleichung) 

z. B.: x 2 — 7x+l=0 Gleichung 2. Grades (Quadratische Gleichung) 
z. B.: x 3 + x = 5 Gleichung 3. Grades (Kubische Gleichung) 


Nach dem Verwendungszweck: 

z. B.: V = s 3 , m = a + b Zuordnungsgleichungen 

z. B.: (x +1 ) 2 = x 2 + 2 x +1 Allgemeingültige Gleichungen 
z. B.: x + 7 = 12 Bestimmungsgleichungen 


Nach der Lösungsmenge: 

L = D Allgemeingültige Gleichung 

{ JcLEö Lösbare Gleichung 
L = { } Unlösbare Gleichung 


7.3 Äquivalente Gleichungen 

EINFÜHRENDE BEISPIELE 

1. 2x —10 = 0 G = N L = {5} 

20 — 4 x = 0 G = N L = {5} 

Die Gleichungen 2x —10 = 0 und 20 —4x = 0 haben in bezug auf die Grundmenge N 
dieselbe Lösungsmenge. 

2. (x — 2) (x +1) = 0 I G = N L = {2} I G = Z L = { 2,-1} 

(x — 2) (x + 3) = 0 I G = N L = {2} | G = Z L = { 2,-3} 

Die Gleichungen (x —2)(x + l) = 0 und (x —2)(x + 3) = 0 haben in bezug auf N dieselbe 
Lösungsmenge L = {2}. 

In bezug auf Z haben sie verschiedene Lösungsmengen. 

Wir sagen: (x —2)(x + l) = 0 und (x —2)(x + 3) = 0 sind äquivalent oder gleichwertig in 
bezug auf die Grundmenge N, sie sind nicht äquivalent bezüglich der Grundmenge Z. 
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Man bezeichnet zwei Gleichungen bezüglich einer Grundmenge als äquivalent oder 
gleichwertig, wenn sie bezüglich dieser Grundmenge dieselbe Lösungsmenge haben. 


BEISPIELE 

3. *-2 = 3 ist äquivalent mit * = 5 und mit 2* = 10 

4. 5 + 9* = 6* + ll ist äquivalent mit * = 2 


7.4 Äquivalenzumformungen von Gleichungen 


Eine Gleichung wird in eine äquivalente Gleichung übergeführt, wenn man: 

1. auf beiden Seiten der Gleichung den gleichen Term T{x ) addiert 1 , 

2. von beiden Seiten der Gleichung den gleichen Term T(x ) subtrahiert 1 , 

3. beide Seiten der Gleichung mit dem gleichen, von Null verschiedenen Term T(x) 
multipliziert 2 3 , 

4. beide Seiten der Gleichung durch den gleichen, von Null verschiedenen Term T(x) 
dividiert 2 , 

5. beide Seiten der Gleichung vertauscht, 

6. Terme durch Anwendung von Rechenregeln vereinfacht. 


BEISPIELE 


l (M) 


2. (x + 5)(x-3) = (x-4)(x + 9) * = ? 

Lösung: 

Zuerst werden die „Klammern aufgelöst“: 

* 2 + 5* — 3* —15 = * 2 — 4* + 9* — 36 
2* —15 = 5* —36 
— 3*= —21 

* = 7 Probe: L(7) = R(7) = 48 


3 (* — 2) = * — 3 x = l 

Zunächst wird die Klammer aufgelöst. 
3* —6 = * —3 —x 


2 * — 6 = — 3 
2* = 3 


+ 6 
:2 


Probe i 


(IH-BM 

«(D-M-l 


1 Mit T(x ) ist sowohl ein Term mit Variablen als auch als Sonderfall eine Zahl gemeint. 

2 * darf nur mit Werten belegt werden, für die T(*)=t=0 gilt, bzw. die Zahl muß =t=0 sein. 

3 Weil die Eingangsgleichung (also die gegebene Gleichung) ausschließlich durch Äquivalenzumfor¬ 
mungen in die Ausgangsgleichung (also in die Endgleichung) überführt wurde, dient die Probe hier nur 
zur Ermittlung von Rechenfehlern. 
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3. (17x-5) 2 + 32 = (15x-3) 2 + (8x-9) 2 jc = ? 

Lösung: 

289 x 2 —170 x + 25 4- 32 = 225 x 2 — 90 x 4- 9 4- 64 x 2 —144 x + 81 
—170 x 4- 234* = 90 — 57 
64x = 33 



x = 0,516 


In der Technik sind ganzzahlige Lösungszahlen einer Gleichung selten. Der genaue 
33 

Wert — (da 64 = 2 6 , ergibt 33 : 64 eine endliche Dezimalzahl, nämlich 0,515625) wird 
64 

durch den Näherungswert 0,516 ersetzt. 


Probe: Es ist L (0,516) = R (0,516) = 46,2. 

Somit ist 0,516 Lösung der Eingangsgleichung. 


AUFGABEN 

Lösen Sie die folgenden Gleichungen: 

G,*m 

7.02 a) 3x — 5 = 2x4-4 

7.03 a) 8 x — (4x4-5) = 3x + 2 

7.04 a) Ay — 2 — [2y — (3 — j>)] = 5 

b) 6 ^ + 4 — 2y = 3y + 5 

b) 12 y - (2 y - 2) = 6 y + (3 y - 4) 

b) 6y- [(7^4-3) -5] = 3 


7.05 a) 4 v — (5 u — 3) 4- (7 u — 4) = 3 u 4- 5 — (3 — 2 u) 

b) 2 x — 3 + (4 x + 2) — (8 x — 10) = 4 4- 3 x — (6 x 4 - 5) 


7.06 

7.07 

7.08 

7.09 

7.10 

7.11 

7.12 

7.13 

7.14 

7.15 

7.16 

7.17 

7.18 


a) 5x4-4-[3x-(2x4-6)4-5] = 3x + 2 

b) 9 v 4- 11 — [7 v + 3 — (5 v — 6 )] = 3 v - (4 — 5 v) 


a) 2x — 10 — {x + 5 — [2x — 4 — (3x + 2)]} = x + 2 

b) 4x-6-{x + 4-[3x-(2x + 5)-4]}=3x4-7 

a) ly - 2 - {5 y - [2 y - (4 y - 2) + 3 y] - 4} =4 y 4 - 9 

b) 3 (z — 5) — 2 {2z — 5 [4 z — 5 (z — 4)] — 9} = 203 — 8 z 
a) 3 (x — 4) = 21 
a) 6 (x — 3) = 18 

a) 4(3x-2)-7x = 4(2x-3) + l 
a) 4 (3* — 4) — 5 (2x — 6 ) = 3 (x + 2) 
a) (x 4- 4) (x - 1) = (x 4- 7) (x - 2) 
a) (6 y + 3) (2 y — 1) = (3y — 1) (4 y 4- 1) b) (x + 2) (x + 9) = x{x + 17) 

a) (3x + 2) 2 + (4x - 2 ) 2 = (5x + l ) 2 - 4 (2x + 3) + 1 

b) (4 a ) 2 - (4 a + l ) 2 = (a - l ) 2 - {a - 10 ) 2 


b) 3 x 4- 1 = 2 (x + 2) 
b) 7 (2 x — 8) = 6 (x + 2) 
b) 3 (2y - 3) + 4 = 7 (5 y - 13) - 30 
b) 7 (u - 3) — 5 (2 v — 15) = 3 (u — 2) 
b) (x + 20) (9 + x) = (x + 10) (5 + x) 


a) (2z - l ) 2 - (z + 3 ) 2 + 4z 2 = (2z 4- l ) 2 4- 3 {4 - (3 z 4 - 2)z} +(3z + 1) (4z - 2) 

b) 2 (19 r+ 100) (r — 2) = (5 r — 3 ) 2 4 - (2 r — 5 ) 2 + (3 r 4 - 4 ) 2 

a) (2x - 5) (3x + 4) - ( 8 x + 5) (2x - 3) = (2x 4- 1) (3 - 5x) 

b) (t + 2)(t- 4) (t - 7) (t 4- 3) - [ t 4 + 3 / 2 [2 / + 7)] = 4 (t + 7) - 6 1 2 (21 + 7) 

a) ( — 4 4 - b) (3 + 6 ) (1 + 2 6 ) (3 6 — 7) — 6 b* + 17 Z > 3 + (34 b + 2) (2 6 - 8 ) + 61 = 0 

b) 4(x + 2 ) 2 (2x - 1) = (2x + l ) 3 + ( 8 x - 5) (3 + 2x) 
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7.5 Gleichungen mit Brüchen 1 


BEISPIEL 

2y — 4 _ y + 3 _ 3y-3 


5 10 4 


Lösung: 

Es liegt eine Gleichung mit Brüchen in y vor. Die Nenner der Brüche enthalten nicht die 
Variable y. Die Multiplikation mit dem kgV aller Nenner, dem Hauptnenner, ist sicher eine 
Äquivalenzumformung. 

Eine Gleichung mit Brüchen, deren Nenner nicht die Variable enthalten, wird in eine 
äquivalente bruchfreie Gleichung übergeführt, wenn beide Seiten mit dem kleinsten 
gemeinsamen Vielfachen aller Nenner multipliziert werden. 

Jeder Einzelbruch wird sofort durch den jeweiligen Nenner gekürzt! 

2 v — 4 

Das kleinste gemeinsame Vielfache aller Nenner ist 20. Der erste Summand —^— wird mit 
20 multipliziert; durch 5 wird sofort gekürzt, man erhält 4(2y — 4). 

20 

Der Zähler des zweiten Summanden wird mit —, also mit 2 multipliziert. 

Ein Bruchstrich ersetzt ein Klammernpaar! 

Fällt ein Bruchstrich weg, so ist zu überprüfen, ob ein Klammernpaar notwendig ist. 

4 (2 — 4) — 2 + 3) = 5 (3 — 1) — 4 • 20 

8 ;; —16 —2j> —6 = 15>> —5 —80 
— 9 y= —63 
y=l 

Wir überprüfen, ob wir richtig gerechnet haben: 


L(7) = 


14-4 7 4-3 

5 



L(7) = R(7) 


21 — 1 

R (?) = ~~4~ — 4 = 5 — 4 = 1 


AUFGABEN 


7.19 a) |=2 
7.2° a) ^ = 2 




d) 9,2 = 3,1 



5 x 3x x 


9 18 3 


z + 3 __2z+l z — 1 


4 7 8 


b) x + 


2x-3 = 6^-l +3 


Gleichungen mit Zahlen im Nenner 
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7.24 


7.25 


7.26 


7.27 


7.28 


7.6 


12 z + 3 2z — 1 _ 3 z 4- 4 9 z + 8 

a) 13 ~ 5 26 + iö“ 

, . x — 6 /2x + 3 x — 16 \ x — 4 x 

b) — + —“6 

x x + 2 2x+l , 5x — 2 9 3x —2 

a) ~T~ “ ~6~ + ~9- ! J~ 

x + 1 _ / 2x + 5 _ x- 1 \ _ x-8 _ x + 5 
j 12 \ 7 14/21 4 

.x 3x 2x 3 x 3x — 12 

a) y-^ + ^ + ^ = ^ö" 

4(z + 3) 8z — 1 3 z + 4 6z + 4 

b) -5- — 3 — + ~ -4 

. 2x + 5 3x+l 5x — 1 x + 5 


l \ , , 5 (cf - 9) 3 d — 2 4d-\ 

b) 3 d _ 11 + 4 = 3 

x *-3 /x-1 , 2x+l\ 2x /x-1 , 3 x — 5 \ 

x + 3 /2x + 7 4x — 1 2x+l\ 2x — 1 5x —4 

b) - (—5— - —3 + —9—j = —7— + 

Bruchgleichungen 


Wir bezeichnen eine Gleichung, in der die Variable mindestens einmal im Nenner eines 
Bruches steht, als Bruchgleichung. 


EINFÜHRENDE BEISPIELE 

1. 2 — ^ x = 1 D = ? 

x — 4 

Lösung: 

Es liegt eine Bruchgleichung in der Variablen x vor. 

Es gilt D L = R und Z) r = R\{4} und somit, wegen D = D L nD R , die Beziehung 
D = R\{4}. .. 3 

In D = R\{4} gilt: 


2 


10 

x — 4 


1 = 


x — 4 


: 2 

' (x — 4) 


Äquivalenzumformung in D 


x —4 = 5 
x = 9 


Probe: L(9) =2 


R ( 9 )=^r 2 


L(9) = R(9) 


Wir vereinbaren folgende Bezeichnungen: 

D ... Definitionsmenge der Eingangsgleichung 

D l ... Definitionsmenge des Linksterms der Eingangsgleichung 

Z) R ... Definitionsmenge des Rechtsterms der Eingangsgleichung 
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2 . 


2 z — 1 5 
3z —2 7 


Lösung: 

Die Ermittlung der Definitionsmenge ist nicht ausdrücklich verlangt. Wir machen die 
Gleichung sofort bruchfrei und lösen sie anschließend in bekannter Weise. 


2z —1 5 

3 z — 2 _ 7 * 7 (3 z — 2) 


Multiplikation mit dem Hauptnenner! 


14z — 7 = 15 z —10 
z = 3 


Nun müssen wir die Probe durchführen: 
2-3-1 5 

L(3) =f^=f= R(3) 


Für z = 3 sind sowohl der Linksterm als auch der Rechtsterm definiert und einander 
gleich, folglich ist 3 eine Lösung der gegebenen Bruchgleichung. 


3. 


1 1 = 4 

x-2 + x + 2~x 2 -4 x=? 

Lösung: 

| -(*- 2 ) ■(*+?> 
x + 2 + x — 2 = 4 => 2x = 4 => x = 2 

1 1 

2 ist keine Lösungszahl der Eingangsgleichung, weil -- und ——- für x = 2 nicht 

definiert sind. Somit ist L = { }. 


Wir erkennen aus den Beispielen, daß es im allgemeinen vorteilhaft ist, bei der Auflösung von 
Bruchgleichungen folgendermaßen vorzugehen: 


1. Gleichung bruchfrei machen (durch Multiplikation mit dem Hauptnennerterm und 
Kürzen durch die Nenner der Bruchterme). 

2. Auflösen der Klammern. 

3. Ordnen der Summanden. 

4. Zusammenfassen der Summanden. 

5. Isolieren der Gleichungsvariablen. 

6. Probe: Es muß geprüft werden, ob die Elemente der Lösungsmenge der Endgleichung 
auch die Eingangsgleichung erfüllen. 

Diese Zusammenfassung ist eine kurze Anleitung für den sichersten Weg zum Lösen 
einer Gleichung. Sie ist natürlich keine verbindliche Regel! 


4. 


1 

c +1 


1 

c — 1 
Lösung: 

c—1 c+1 


_2 
c 

: = 2c 2 — 2 


• (c —1) (c-Fl)c 

c 2 + cc 2 —c = 2c 2 — 2 => 2c 2 + c = 2c 2 + c — 2 

Es gibt keine Zahl, die diese Gleichung in eine wahre Aussage überführt! 

L = { } 











112 


7. Lineare Gleichungen in einer Variablen 


5. 


x — 5 x-4 x -8 x — 1 

Lösung: 

Die Multiplikation mit dem Hauptnenner 
(x — 5) (x — 4) (x — 8 ) (x — 7) ergibt: 

(jc —4) (x- 8 ) (x-7)-(x-5) (x- 8 ) (x-7) 

= (x-7 ) (x — 5) (x-4)-(x-8) (x — 5) (x-4) 

Beide Summanden der linken Seite enthalten die Faktoren (x- 8 ) und (x —7); auf der 
rechten Seite ist (x — 5) (x — 4) der gemeinsame Faktor. 


Durch Herausheben erhalten wir: 


( X _ 8 ) (*_ 7 ) [(x — 4) — (x — 5)] = (x — 5) (x-4) [(x-7)-(x-8)] 
(x 2 — 15 x + 56) (4-1) = (x 2 — 9 x + 20) (+1) 

— 15x + 9x = 20 —56 
— 6x= —36 
x = 6 


Probe: 

L(6) =^ 


—i-L 

6-4 2 


1 

2 


R(6) = 


1 

6-8 


1 _ 1 
6 — 7~ —2 


1 

-1 


1 

2 


L( 6 ) = R( 6 ) => 6 ist also eine Lösungszahl der Eingangsgleichung. 


6. Bei der Parallelschaltung von Widerständen gilt: 

~R = ~R < + ~R 2 + ~R, + ' " 

Es sei R,= 2 Ci, R 2 = 3 Q, R 2 = 4Q. 

Es ist der Ersatzwiderstand R zu berechnen 1 . 


Lösung: 

\ _ 1 _ 

R 


R\ + R 2 


1111 
R ~ 2 + 3 + 4~ 


» + 4 + 3 
12 


\3_ 

12 


R = 


12 

13 

4 


- + 2 x + 1 


x 2 + x 


R= 0,92 Q 


Lösung: Wir zerlegen die Nenner in Primfaktoren und multiplizieren die Gleichung 
mit dem Hauptnenner: 


-T + - 


(x + 1) 2 ' (x — 1 ) (x + 1 ) x(x + l) 

4 x (x — 1) + 3 x (x +1) = 7 (x — 1) (x +1) 
4x 2 — 4x + 3x 2 + 3x = 7x 2 — 7 
— x = —7 
x = 7 


x(x-l) (x + 1) 2 
Probe: 
L(7) = 


R(7) = 


49 + 15 
7 

49 + 7“ 


49-1 
7 1 


L(7) = R(7) 


Der Ersatzwiderstand entnimmt, an die gleiche Spannung angeschlossen, den gleichen Strom wie 
die 3 parallel geschalteten Widerstände R u R 2 und /? 3 . 
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6_ t 

8 . - j- 1 

1 + 3 
Lösung: 


/= ' 




Die Multiplikation mit 1 + ^ ergibt: 


/= 6 


Es muß eine Probe durchgeführt werden: 

Es ist somit L(6)= R(6). 


L(6) «zf-f-l 
1 + 2 3 


R(6) = l 


AUFGABEN 


7.30 a) 

7.31 a) 

7.32 a) 

7.33 a) 

7.34 a) 

7.35 a) 

7.36 a) 


1 1 

x 3 


b) 

X 

c) 

1 = 9 

X 


21=15 

X 


b) 

1 = 21 
y 

C) 

16 

= 4 


z — 1 

3 

1 

b) 

10 2 

c) 

45 

= 5 

a-3 ~ 

2b-\ 

2 c + 3 

z + 2 

3 

b) 

x + 6 

c) 

2^ + 5 

1 

z 

2x — 7 

3y + 4 

” 2 

3x + 2 

2 

b) 

12x — 4 8 

C) 

3x — 6 

3 

5x+ 1 ' 

" 3 

3 x + 2 “ 5 

2 x + 6 

4 

21 

35 

b) 

36 42 

c) 

17 

35 

x- 1 “ 

2x — 1 

z — 4 z + 1 

>2-1 = 

'2^-1 

105 

14 

b) 

x + 7 x + 4 

C) 

z — 4 

z- 8 

x + 6 

x — 7 

2x — 1 2x — 2 

2z- 5 

_ 2z- 15 

+ + 20 

y + 10 

b) 

x — 3 x + 1 

c) 

x — 5 

x + 2 

j + 5 ' 

" 1^ + 1 

x “ x + 7 

2x + 1 

“ 2x + 3 


_ __ . x — 1 x — 2 

7.37 a) --- + 


2 x 2 


7.38 a) 


x — 6 x + 6 x 2 — 36 
1 1 3 


x + 3 


7.39 a) 4 —\ + Z 5 


x 2 + 3x 
2 z 2 


z — 7 z + 7 z 2 — 49 


7.40 a) — 


x — 3 x + 3 


„ ^ x 2 4 3 

7.41 a) + — + ~—r 

X x—1 X + 1 


x 2 — 9 
9x 


b) 

b) 

b) 

b) 

b) 


5 

= — + 


z — 3 
7 7 


y 2 + 10 y y y + 10 

6 1 1 

x 2 — 6x x x — 6 


1 3 + a 

- + - 


2 a 


a 1 — a a i + rz- a* — a 
3 4 6 


7.42 a) 


7.43 a) 


x 2 — 4x x 2 + 4x x 2 — 16 
4 6 


j> 2 + 12j> + 36 + 2 — 36 y 2 + 6y 


x 2 + 10x + 25 x 2 — 25 x 2 + 5x 


b) 

b) 


x 2 + 2x x 2 — 4 x 2 — 2x 
3 5 5 

a 2 — 4a a — 4 a 
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7.44 a) -= 20 

x 

T +1 


m . 4x — 6 
7.45 a) -— = 12 

x_ J_ 

3 ” 2 
4z + 1 
~ 3 

5 z — 3 


7.46 a) 


= 3 


b) 


b) 


b) 


-= 1 

f - 2 

2y- i 

5 1 


4^ + 2 2 

7 

, 


2 10 
56 + y 


C) 


4 _ —x 

5 2 


3x „ 3 

^T +1 


1 

y+fl 


in c ) 


Ae- — 

3 1 


5e + 2 3 


7.47 a) 


y + 0,6 y + 0,4 


7.48 a) 


f + U y - 0,1 


1 +' 


1 + 


2 + x 


y + 2 


b) 


3 r 


- = 1 


b) Q + 2 , = 1 


<2 + 


<2 + 4 
3 

* + 2 


c) 


a= ? 


- = 1 


V + l 


7.7 Gleichungen über Teilmengen von IR 


Wenn von der Problemstellung her die Grundmenge eine echte Teilmenge von <0 und damit 
von R ist, so löst man zunächst die Gleichung wie bisher. Nachher überprüft man, ob die ge¬ 
fundene Zahl ein Element der Grundmenge ist. 

f 

BEISPIELE 


1. 2x = ll ist in Z zu lösen. 


2. 1 — 2x = x — 8 ist in Z zu lösen. 


Lösung: 




l=u 


Lösung: 

3x = 9 

* = 3 3 eZ => L~{ 3} 


Probe: 


L(3) = 1 — 6 = — 5 
R(3) = 3 —8 = — 5 


) 


L(3) = R(3) 


AUFGABEN 

7.49 Lösen Sie die folgenden Gleichungen in Z. 

a) 2z + 3 = 18 b) 12x = 48 c)3(m-2) = m+4 d) |-y = 6 

f) 3 (2x - 5) - 4(2 - (3x — 2)) = 3x - 1 


e) 1 - (x - 3 ) 2 + x(x + 3) = 10 
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7.8 Gleichungen mit Formvariablen 

EINFÜHRENDES BEISPIEL 

Die Gleichung 5ax = \5a ist in R zu lösen. 

Diese Gleichung enthält zwei Arten von Variablen, 

■ die Gleichungsvariable („Unbekannte“) x 

■ und die Formvariable a, von der nur aeR vorausgesetzt ist. 

Die Formvariable a beeinflußt wesentlich die Lösungsmenge. 

Wir müssen zwei Fälle unterscheiden: 

Fall (1): a¥= 0 

Wir dürfen durch a dividieren, daher 
5ax = \5a \ :5a 

x = 3 

Fall (2): a= 0 

Wir können nicht durch a dividieren: Es gilt 5 • 0 • x = 0. 
Diese Gleichung ist für jede reelle Zahl jc erfüllt, folglich 


Zusamm enfassung: 


5ax = 15 a 

a¥* 0 

a= 0 

L=i 3} 

L=R 


An einer HTL, also einer auf Berufsbildung ausgerichteten Schule, taucht natürlich sofort 
die Frage „Wozu?“ auf. 

Man kann doch diese Gleichung sofort in herkömmlicher Weise lösen, wenn man a als Kon¬ 
stante betrachtet (5 ax = 15 a => x = 3). Bei dieser Betrachtungsweise verschweigt man aller¬ 
dings vornehm, daß man a # 0 vorausgesetzt hat. 

Nun stellen wir uns vor, daß wir diese Gleichung für a — —2 bis a = + 2 von einem Com¬ 
puter lösen lassen. 

Er rechnet: (a = — 2 x = 3); (a = — 1 x = 3); (a = 0 Division durch 0 und bricht die 
Rechnung ab). 

Wir erkennen: 

Die Fallunterscheidungen in Gleichungen mit Formvariablen sind im Hinblick auf die 
Programmierung notwendig! 

BEISPIELE 

1. Alle linearen Gleichungen lassen sich durch Äquivalenzumformungen auf die Form 
ax + b = 0 

bringen. Vorausgesetzt haben wir vereinbarungsgemäß a, b, x e R. 

Für die Formvariablen a und b müssen wir folgende Fälle unterscheiden: 

Fall (1): a *0 

ax + b = 0 => ax = — b I :a => x=— — L = 

a 



L-{ 3} 


L = U 
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Fall (2): a= 0 => 0 jc + 6 = 0 


Wir müssen wieder zwei Fälle unterscheiden: 
Fall (2a): b = 0 => 0 x + 0 = 0 => L = U 
Fall (2b): b *0 ^ 0 jc + 6 = 0 L = ( ) 

Zusammenfassung: 


ax + b = 0 

a¥=0 

<3=0 


b = 0 

b* 0 

L-Ul 

a 

L = IR 



Von dieser Zusammenfassung ist es nur mehr ein kleiner Schritt zum Struktogramm 
I gegeben: a, b j 



„ J a ^ 

Ausgabe: 


x = -b/a 



„ ja ^ 

Ausgabe: 


x ist beliebig 


Ausgabe: 
keine Lösung 


gegeben: a, b 

a <> 0 ? 

nein ""—ja 

b = 0 ? 

nein^\ ja 

Ausgabe: 
x = -b/a 

Ausgabe: 
keine Lösung 

Ausgabe: 
x ist beliebig 


2. Die Gleichung — — - 7 - = — — — ist in IR zu lösen. 

° x b x a 

Lösung: 

a und b sind Formvariablen. 

Es ist also D = U\{0} für a=£0 a b=£0. 

Die Multiplikation mit dem kgV aller Nenner, also mit abx, ist in D eine Äquivalenz¬ 
umformung. 

“• — -y = I abx führtauf (b — a) {b + a) x = ab (b — a) 

Fall (1): b — a= 0 Wegen der Voraussetzungen 

0-(a + b)x = ab-0 a ¥=0 a b ^0 a x =^0 erhalten wir: 

L = R\(0l . 
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Fall (2): b-a *0 

{b + a) x = ab 
Fall (2a): a + b = 0 
0-x = ab 

Fall (2b): a + b *0 

_ ab 
a + b 

Probe für Fall (2 b): 


ab ist nach der Voraussetzung von Null verschieden, 
daher ist diese Gleichung unerfüllbar. 

Es ist somit L = { }. 



Zusamm enfassung: 

Die Eingangsgleichung ist nur für a a b ¥=0 a x definiert. 
Für a = b ist L = R\{0}. 

Für a^bAa^—b, also für a 2 ¥=b 2 , ist L = 

Sonst ist die Gleichung unerfüllbar. 




AUFGABEN 

Lösen Sie (wo notwendig) mit Fallunterscheidung: 

2 


7.50 a) — + 1 


a — 1 


= 1 + 


fl 2 - 1 


7.51 a) 

7.52 a) 

7.53 a) 


b) 


x + fl 2 X 2 + 2 bx 


x + b x — b 


x 2 -b 2 


X — fl 


X + fl 

4 fl - 4 a 2 

b) 

X 

X 

6 fl 2 

X + fl 


X — fl 

X 2 - fl 2 

X — fl 

X + fl 

X 2 — fl 2 

X — fl 

+ 

X + fl 

2 fl + 2x 2 

b) 

X — fl 

X + fl 

2a + 2x 2 

X + 1 

X — 1 

x 2 — 1 

x + 2 + 

x — 2 — 

x 2 — 4 

X — fl 


X + ö 

2a 6 4- 2x 2 

b) 

X 

X 

2 

X + 6 

+ 

x — b 

x 2 — b 2 

(x-fl) 2 

+ 2 

X L — fl 

2 X — fl 
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7.9 Textaufgaben 

Bei Textaufgaben ist eine dem Sachverhalt des Textes (bzw. einer Zeichnung) entsprechende 
Bestimmungsgleichung aufzustellen. 

Zuerst muß das vorliegende Problem im vollen Umfang erfaßt werden. 

Wir müssen die Beziehungen zwischen den gegebenen Größen und der gesuchten Größe er¬ 
kennen. Erst dann können wir den Ansatz aufstellen, d. h. wir schreiben die erkannte Gleich¬ 
heit in Form einer Bestimmungsgleichung an. 

Die Probe ist stets an Hand des Textes durchzuführen! 


BEISPIEL 

Ausdrücklich sei festgestellt, daß es viele Textaufgaben gibt, die man lösen kann, ohne Glei¬ 
chungen oder Gleichungssysteme aufschreiben zu müssen. 

200 Fußballmannschaften nehmen an einem Cup (K.o.-System) teil. Jedes Spiel wird bis zur 
Entscheidung (evtl. Elferschießen) gespielt. Bei ungerader Anzahl der Mannschaften steigt 
eine Mannschaft durch ein Freilos auf. Nach wie vielen Spielen steht der Sieger fest? 


Lösung: 

Bei jedem Spiel scheidet eine Mannschaft aus, unser Sieger scheidet nicht aus. 
Folglich muß es 199 Spiele geben. 


Auch folgende Lösung ist noch tragbar: 

2 Mannschaften: 1 Spiel 

3 Mannschaften: 1 Freilos+ 1 Spiel; Endspiel = 2 Spiele 

4 Mannschaften: 2 Spiele; 2 Mannschaften bleiben übrig = (2 +1) Spiele = 3 Spiele 

5 Mannschaften: 1 Freilos+ 4 Mannschaften = (1+ 3) Spiele = 4 Spiele 
Allgemein: n Mannschaften bestreiten im K.o.-System (n — 1) Spiele. 


Aus methodischen Gründen unterteilen wir die Aufgaben in Gruppen. An der Spitze jeder 
Gruppe stehen die für den Ansatz maßgebenden Gesichtspunkte. 


Aufgaben über Beziehungen zwischen Zahlen 

Diese Aufgaben haben keine praktische Bedeutung, fördern jedoch das Erfassen des Zahlbe¬ 
griffes und das sichere Aufstellen des Ansatzes. 

BEISPIEL 

In einer dreiziffrigen Zahl ist die Hunderterziffer um 3 größer als die Zehnerziffer. Die 
Einerziffer ist doppelt so groß wie die Zehnerziffer. Bei Umkehrung der Ziffernfolge wächst 
die Zahl um 99. Wie heißt die ursprüngliche Zahl? 

Lösung: 



H 

Z 

E 


Ursprüngliche Zahl 

x + 3 

X 

2x 

100 ■ (x + 3) +10 ■ x + 2 x = 112 x + 300 

Neue Zahl 1 

2x 

X 

x + 3 

100-2x +10x + x + 3 =211x + 3 

112 x + 300 + 99 = 211 x + 3 => 

Probe: 847-748 = 99 

X = 

4 

Ursprüngliche Zahl = 748 

Neue Zahl = 847 


Zahl mit vertauschter Ziffernfolge 
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AUFGABEN 


7.54 

7.55 

7.56 

7.57 

7.58 

7.59 

7.60 

7.61 

7.62 



7.64 

f^65| 


7.66 

7.67 



Von welcher Zahl muß man 17,3 subtrahieren, um 1,26 zu erhalten? 

Wie heißt die Zahl, deren Hälfte um 4 vermehrt 10 ergibt? 

Das um 3 vermehrte Doppelte einer Zahl ergibt 13. Wie heißt die Zahl? 

Wie heißt die Zahl, deren dritter Teil 5mal genommen 25 ergibt? 

Das um 9 vermehrte Vierfache einer Zahl ergibt 19. Wie heißt die Zahl? 

Vermehrt man das l,3fache einer Zahl um 2,16, so erhält man 5,67. 

Wie heißt die Zahl? 

Wie heißt die Zahl, die um 30 vermehrt ihren dreifachen Wert ergibt? 

Wie heißt die Zahl, durch die man 0,17 dividieren muß, um 4 zu erhalten? 

Durch welche Zahl muß man 74 dividieren, um 10 als Quotienten und 4 als Rest zu er¬ 
halten? 

Das um 2 verminderte Fünffache einer Zahl wird durch 3 dividiert. Man erhält den 
Quotienten 4 und den Rest 1. 

Wie heißt die Zahl? 

Welche Zahl ist um 6 größer als ihr Viertel? 

Vermindert man bei einem Bruch, dessen Zähler gleich ist dem um 3 vermehrten Drei¬ 
fachen des Nenners, Zähler und Nenner um 2, so erhält man 
Wie heißt der Bruch? 

Wie heißt die zweiziffrige Zahl, deren Ziffernsumme 5 ist und deren Wert das 16fache 
der Einerziffer ist? 

Vertauscht man in einer zweiziffrigen Zahl mit der Ziffernsumme 7 die Einer- mit der 
Zehnerziffer, so wird die neue Zahl um 9 kleiner. 

Wie heißt die ursprüngliche Zahl? 

Eine zweiziffrige Zahl mit der Ziffernsumme 8 ergibt bei Vertauschung der Ziffern 
eine um 18 größere Zahl. 

Wie heißt die gegebene Zahl? 

Die Hunderterziffer einer dreistelligen Zahl mit der Ziffernsumme 9 ist 4. Durch 
Vertauschen von Hunderter- und Einerziffer erhält man eine um 297 kleinere Zahl. 

Wie heißt die gegebene Zahl? 

Die Summe zweier natürlicher Zahlen ist 121. Wenn man die größere durch die klei¬ 
nere dividiert, dann erhält man den Quotienten 2 und der Rest ist 13. 

Die Differenz zweier natürlicher Zahlen ist 121. Wenn man die größere durch die klei¬ 
nere dividiert, dann erhält man den Quotienten 6 und der Rest ist 1. 


Leistungsaufgaben 

BEISPIEL 

Ein Kessel wird durch 3 Pumpen gespeist. Die erste Pumpe liefert 20 1/min, die zweite 
30 1/min, die dritte 35 1/min. 

a) Wieviel Liter faßt der Kessel, wenn bei Arbeit aller Pumpen die Fülldauer 21 Minuten 
beträgt? 

b) Wie lange müssen die erste und die dritte Pumpe arbeiten, wenn die zweite Pumpe nach 
6 Minuten ausfällt? 
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Lösung: 


Pumpe 

Leistung 
(in 1/min) 

Zeit 
(in min) 

Arbeit 
(in 1) 

P 

(in 1/min) 

t 

(in min) 

W 
(in 1) 

A 

20 

21 

20-21 

20 

X 

20x 

B 

30 

21 

30-21 

30 

6 

30-6 

C 

35 

21 

35-21 

35 

X 

35 x 


Der Kessel faßt V Liter Wasser. 

Als „Arbeit“ fassen wir hier das Zuführen von V Liter Wasser auf. 

Es gilt: V=V ] +V 2 +V 3 V=21 (20 + 30-h35) = 21 • 85 = 1785 K= 1 785 1 

Entsprechend lautet der Ansatz zur Beantwortung der Frage b: 

1785 = 20 jc + 30 • 6 + 35 x 55 jc = 1605 x = 29,2 

a) Volumen des Kessels = 1800 1 b) Fülldauer = 29 min 

Die vorgenommenen Rundungen ergeben sich aus der Problemstellung. 


AUFGABEN 


7.72 

7.73 


Ein Kessel wurde durch zwei Pumpen in 4 Stunden gefüllt. Wie lange würde die zweite 
Pumpe brauchen, wenn die erste Pumpe den Kessel in 6,5 Stunden füllen kann? 

Durch Wasserrohrbruch ist ein Keller vollgelaufen und soll durch zwei Pumpen ent¬ 
leert werden. Die erste Pumpe würde allein 5 Stunden brauchen, die zweite Pumpe 
würde allein 3 Stunden brauchen. 

Wie lange dauert das Auspumpen, wenn beide Pumpen arbeiten? 


7.74 Ein Becken hat zwei gleich große Zuflußrohre und ein Abflußrohr. Wenn das Abfluß¬ 
rohr geschlossen ist, dauert die Füllung 17 Minuten. Durch das Abflußrohr kann das 
Becken in 23 Minuten entleert werden. 

Wie lange dauert die Füllung, wenn alle drei Rohre offen sind? 

7.75 Ein 36 hl fassender Behälter wird durch drei Rohre in 12 Minuten gefüllt. Zwei Rohre 
haben gleichen Durchmesser. Der Durchmesser des dritten Rohres ist doppelt so groß 
wie jener des ersten Rohres. 

a) Wieviel 1 Wasser führt jedes Rohr in der Minute zu? 

b) Wie lange würde jedes Rohr allein brauchen, um den Behälter zu füllen? 

7.76 Zum Ausheben einer Baugrube brauchen drei Hilfsarbeiter 5 Tage. Der erste wäre 
allein in 12 Tagen fertig geworden, der zweite allein in 16 Tagen. 

Wie lange hätte der dritte bei Alleinarbeit gebraucht? 

7.77 Ein Greiferbagger schafft 70 m 3 täglich in 8 h, ein anderer um 4 m 3 /h mehr. 

Wie lange brauchen beide gemeinsam, wenn auf einer Baustelle 8000 m 3 Erdreich 
bewegt werden sollen? 

7.78 Auf einer Baustelle werden täglich 50 m 3 Beton verarbeitet, mit einem Zementgehalt 
von 300 kg pro m 3 Fertigbeton. Der Wasser-Zement-Faktor sei 0,6, d. h. das Verhältnis 
Wasser : Zement (in kg) = 0,6. 

a) Wie groß ist der tägliche Zementverbrauch? 

b) Wie groß ist der tägliche Wasserverbrauch? 

c) Es steht ein quaderförmiger Reservewasserbehälter in der Größe von a=4,5 m, 
b =2,0 m und c = 2,0 m zur Verfügung, der für den Ausfall der Wasserzuleitung vor¬ 
gesehen ist. Wieviel Beton kann noch erzeugt werden, bis das Wasser des gefüllten 
Behälters verbraucht ist? 
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7.79 Es stehen zwei Wasserpumpen zur Verfügung. Die erste pumpt 50 1 in 2 Sekunden 
8 Meter hoch. Die zweite hat eine Nutzleistung von 4 PS. 

a) Wie lange brauchen beide Pumpen zusammen, um 2 m 3 Wasser 20 m hoch zu 
pumpen? 

b) Wieviel Wasser hat jede Pumpe in dieser Zeit hochgepumpt? 

7.80 Auf einer Großbaustelle stehen zwei Betonmischer mit einer Stundenleistung von 
200 m 3 bzw. 150 m 3 Fertigbeton. 

Wie lange müssen beide gleichzeitig laufen, um 7 000 m 3 Beton zu erzeugen? 

Ö Bei einem Kraftwerk sind zwei Betonfabriken eingesetzt. Die erste liefert 1000 m 3 
Beton in 4 Stunden, die zweite in 2,5 Stunden. 

Wie lange brauchen beide bei gleichzeitigem Betrieb, um 1000 m 3 Beton zu erzeugen? 



Mischungsaufgaben 


Gemeinsame Gesichtspunkte: 

Quantitätsgleichung: Gesamtmenge = Summe der Teilmengen 

m = m, + m 2 + m 3 +... 

Qualitätsgleichung: Reinstoff = Mischung x Gehalt 

Menge . .. Masse, Gewicht, Volumen, Wärmemenge,... 

Bei Mischung von Flüssigkeiten wird die Schrumpfung des Volumens vernach¬ 
lässigt. 

3 kg 85%iger Spiritus enthalten 3-0,85 kg Alkohol (Reinstoff = Mischung x Gehalt) 


BEISPIEL 


In einem Siemens-Martin-Ofen werden 10 t Stahl von 0,4 % Kohlenstoffgehalt und 7 t Guß¬ 
eisen von 4,5 % Kohlenstoffgehalt geschmolzen. Wie groß ist der Kohlenstoffgehalt der 
Mischung? 


Lösung: 



Menge (in t) 

Gehalt 

Reinstoff (in t) 

Stahl 

10 

0,4 

100 

io-M 

100 

Gußeisen 

7 

4,5 

100 

7-ü 

100 

Mischung 

17 

* 

1 ÖÖ 

17 • — 

100 


0,4 „ 4,5 * 

10 —-— + 7 — 5 — = 17- 

100 100 100 


4 + 31,5 = 17* 
17* = 35,5 
* = 2,09 


•100 



Die Mischung enthält 2,1 % Kohlenstoff. 
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AUFGABEN 


7.82 Wieviel kg 23%iger Salzsäure entsprechen 64,3 kg 14%iger Salzsäure? 

7.83 Wieviel Wasser muß man zuführen, um aus 800 g 30%iger Kochsalzlösung eine 20%ige 
Kochsalzlösung zu machen? 

7.84 Es werden 35 kg 30%iger Salzsäure mit 45 kg Wasser gemischt. Wievielprozentig ist die 
Lösung? 

7.85 Wievielprozentig ist die Mischung, wenn man 7,5 kg 70%iger Lösung mit 13,2 kg 
53%iger Lösung vermengt? 

7.86 Es werden 15 kg 80%iger Lösung, 25 kg 70%iger Lösung und 35 kg 60%iger Lösung 
gemischt. Wievielprozentig ist die Mischung? 

7.87 Wieviel kg einer 98%igen Schwefelsäure sind zuzusetzen, um 312 kg 40%ige Schwefel¬ 
säure 75%ig zu machen? 

7.88 Wieviel kg Wasser müssen verdampft werden, um aus 210 kg 60%iger Säure eine 
80%ige Säure zu erhalten? 


7.89 Wieviel Liter Wasser und wieviel Liter 96%iger Schwefelsäure muß man mischen, um 
180 Liter 45%ige Säure zu erhalten? (Volumsprozente!) 

7.9^' Wieviel g Gold vom Feingehalt 0,840 muß man mit 320 g vom Feingehalt 0,750 zusam- 
1 menschmelzen, um Gold vom Feingehalt 0,800 zu erhalten? 


7.92 



7.94 


14 kg Kupfer-Silber-Legierung mit 70% Silbergehalt und 9,5 kg Cu-Ag-Legierung mit 
55 % Silbergehalt werden geschmolzen. Wie groß ist der Silbergehalt der erhaltenen 
Legierung? 

Wieviel g reines Gold (24karätig) muß man mit 150 g 18karätigem Gold zusammen¬ 
schmelzen, um 20karätiges Gold zu erhalten? 

Wieviel Silber muß man aus 700 g einer 62%igen Gold-Silber-Legierung ausscheiden, 
um 18karätiges Gold zu erhalten? 

Wie groß ist die Mischungstemperatur, wenn man 50 1 Wasser von 60° C und 80 1 
Wasser von 18° C mischt? 


7.95 


Wieviel Liter Wasser von 16 
von 25 °C zu erhalten? 


C muß man 75 1 Wasser von 65 °C zusetzen, um Wasser 


Bewegungsaufgaben 


Gemeinsame Gesichtspunkte: 


1. Gleichförmige Bewegung: s = ut 

2. Gleichförmig beschleunigte Bewegung: s = ^t 2 

3. A B A B 


^ Ul u 2 +- 


—► V-[ —> u 2 


Si + s 2 = AB 


s 1 — s 2 = AB 


BEISPIEL 

Von Wien fährt um 8 Uhr ein Pkw nach Linz. Wo und wann begegnet er einem Lkw, der um 
8.45 Uhr von Linz nach Wien fährt? 

Die Geschwindigkeit des Pkw beträgt 65 km/h; die des Lkw 55 km/h, die Entfernung 
Wien-Linz beträgt 180 km. 





7. Lineare Gleichungen in einer Variablen 


123 


Lösung: 

Entgegengesetzte Richtung, daher s, + s 2 = A B 



t (in h) 

u (in km/h) 

5 (in km) 

Pkw 

X 

65 

65 x 

Lkw 

x — 0,75 

55 

55 (x — 0,75) 


65*+ 55 (x-0,75) = 180 
65*+ 55*-41,3 =180 
120 x = 221,3 
x = 1,84 

Si = 65x = 65-1,84 =120 



x = 1,84h = 1 h 50min 
s-i = 120 km 


Die Autos begegnen einander um 9.50 Uhr, 120 km von Wien entfernt (etwa bei Amstetten). 


AUFGABEN 

m 

7.96 Wie lange dauert die Durchfahrt eines 250 m langen Zuges durch den 1430 m langen 
Semmeringtunnel, wenn die Geschwindigkeit des Zuges 50 km/h beträgt? 


7.97 



7.99 

7.100 


7.101 

7.102 

7.103 

7.104 

7.105 


In welcher Zeit überholt ein 200 m langer Schnellzug, dessen Geschwindigkeit 
üi = 75km/h beträgt, einen 450 m langen Güterzug, dessen Geschwindigkeit 
u 2 = 30 km/h beträgt? Wie lange dauert die Begegnung für einen Fahrgast des Schnell¬ 
zuges? 

Welche Geschwindigkeit hat ein 120 m langer Personenzug, wenn er von einem 150 m 
langen Schnellzug, dessen Geschwindigkeit ^ = 90 km/h beträgt, in 47 s überholt 
wird? 

Auf einer 400-m-Bahn wird ein 10-km-Lauf ausgetragen. Wann wird ein Läufer, der 
die Strecke in 32 min 10 s läuft, seinen Gegner, der 5 min 20 s später ins Ziel kommt, 
erstmals überrunden? 

Am Rand eines Kreises bewegen sich zwei Körper von einem Punkt aus mit den Ge¬ 
schwindigkeiten o 1 = 7m/s und u 2 = xm/s. Wenn sie gleiche Bewegungsrichtung 
haben, begegnen sie einander nach 50 s, bei entgegengesetzter Bewegungsrichtung 
nach 17 s. 

Wie groß ist der Durchmesser des Kreises? 

Wieviel Minuten nach 4 Uhr kommen Stunden- und Minutenzeiger das erstemal zur 
Deckung? 

Wie groß ist die Verzögerung eines Schnellzuges, der auf einer Strecke von 220 m aus 
einer Geschwindigkeit u = 95 km/h zum Stillstand gebracht wird? 

Wie groß ist die Bremszeit? 

Ein Pkw erreicht die Geschwindigkeit von 80 km/h nach 8 s. 

Wie groß ist seine Beschleunigung und wie groß ist der Anfahrtsweg? 

Geben Sie die Voraussetzungen an! 

Nach Ausschalten des Motors läuft ein Laufkran (^ = 50 m/min) noch 3,2 m, gleich¬ 
mäßig verzögert, bis er zum Stehen kommt. 

Berechnen Sie die Verzögerung und die Auslaufzeit. 

Wie groß ist die Geschwindigkeit eines frei fallenden Körpers (ohne Berücksichtigung 
des Luftwiderstands) nach 4,2 s? Welchen Weg hat er zurückgelegt? 
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Aufgaben aus der Elektrotechnik 

7.106 Wie groß ist der Widerstand einer Kupferleitung von 3 km Länge und 3 mm Durch¬ 
messer? (p = 0,0178 Q mm 2 /m; er = 8,9 kg/dm 3 ) 

Berechnen Sie die Masse der Kupferleitung! 

7.107 Zu einem Gebäude wird eine 300 m lange Kupferdoppelleitung von 2 mm Durch¬ 
messer gelegt. 

Wie groß ist ihr Widerstand und wie groß ist ihre Masse? 

7.108 Welchen Durchmesser hat der Wolframdraht einer 80 cm langen Wendel einer Glüh¬ 
lampe, deren Kaltwiderstand 100 Q beträgt? (p = 0,055 Q mm 2 /m) 

7.109 Welchen Durchmesser hat ein 125 m langer Kupferdraht, dessen Widerstand mit 
0,71 Q bestimmt wurde? 

7.110 Ein Widerstand von 4Q soll mit Nickeldraht von 1,5 mm Durchmesser neu gewickelt 
werden. (p = 0,3 Q mm 2 /m; er = 8,9 kg/dm 3 ) 

Wie lang ist der benötigte Draht und welche Masse besitzt er? 

7.111 Wie groß ist der Widerstand einer Heizwendel, wenn bei 220 V Spannung die Strom¬ 
stärke 4,2 A gemessen wird? 

7.112 Wie groß ist der Spannungsabfall an einem Hochohmwiderstand von 10 kQ bei einer 
Stromstärke von 0,85 mA? 

7.113 Bei 4 V fließt durch den Heizdraht einer Elektronenröhre ein Strom von 0,85 A. 

Wie groß ist der Widerstand des Heizfadens? 

7.114 Durch eine Kupferleitung von 3 mm Durchmesser fließt bei Anschluß an 220 V ein 
Strom von 4,2 A. 

Wie lang ist die Leitung? 

7.115 Durch einen elektrischen Heizofen fließt bei 220 V Spannung ein Strom von 4,5 A. 
Wie groß ist die Leistung? 

7.116 Wie groß ist die Leistung einer 220-V-Glühlampe, die von einem Strom von 0,345 A 
durchflossen wird? 

7.117 Welchen Widerstand hat eine Kupferleitung (Aluminiumleitung) mit 40 m Länge und 
einem Querschnitt von 2 mm 2 ? 

7.118 Aus einem Draht (p = 0,4Q mm 2 /m; d = 0,3 mm) soll ein Widerstand mit 3 Q gewik- 
kelt werden. 

Wie lang ist der benötigte Draht? 

7.119 Ein (schon lebensgefährlicher) Strom von 60 mA fließt durch einen Menschen mit dem 
Widerstand von 1000 Q. 

Welche Spannung benötigt er? 

7.120 Welche Spannung geht bei einer Stromentnahme von 4 A an den Klemmen eines Ak¬ 
kumulators verloren, wenn sich dort durch Oxidation ein Übergangswiderstand von 
0,2 Q gebildet hat? 

7.121 Wie groß sind Warmwiderstand und Stromstärke einer Lampe, die bei einer Spannung 
von 220 V eine Leistung von 60 W aufnimmt? 

7.122 Ein Elektromotor mit einem Wirkungsgrad 77 = 0,92 gibt 30 kW ab. 

Wie groß ist die zugeführte Leistung? 
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7.10 Umformen von Formeln 

In der technischen Praxis tritt sehr oft folgendes Problem auf: Eine Gleichung in mehreren 
Variablen ist in die explizite Form bezüglich einer bestimmten Variablen überzuführen. Man 
sagt auch: „Aus einer vorgegebenen Gleichung ist eine bestimmte Größe 1 auszurechnen“ 
oder „Eine vorgegebene Gleichung ist nach einer bestimmten Größe aufzulösen“. 


BEISPIELE 

1. Der Gesamtleitwert parallelgeschalteter Widerstände ist gleich der Summe der ein¬ 
zelnen Leitwerte. G = Gj + G 2 

Wie groß ist der Gesamtwiderstand für die Widerstände Ri und ß 2 ? 

Der Leitwert ist definiert durch G = ~. Wir wollen R berechnen. 

K 

1 111 

Es gilt R = —, daher können wir für G = Gi + G 2 schreiben: — = - - 1 - n 
C j K R i a 2 

Wir multiplizieren mit dem Hauptnenner R ] R 2 R und erhalten: R t R 2 = R(R 2 + Ri) 
R^R 2 

Daraus erhalten wir: R = ——-—— 

Ki + K 2 

Um zu sehen, ob wir richtig gerechnet haben, führen wir eine Stichprobe durch. Wir 
belegen (7, mit | und G 2 mit 1 

Diese Werte setzen wir zunächst in die Eingangsgleichung G = G\ + G 2 ein. 

Wir erhalten: G = 4“ + \ = ~r Wegen R = -77 ist dann R=^r. 

1 4 4 U 3 

Nun setzen wir dieselben Werte für Gi und G 2 (bzw. für /?, und R 2 ) in die Lösungs- 

R R~> 2 ■ 4 8 4 

gleichung R = 1 ~ ein. Wir erhalten R = = —, also R=—. 

Ki -r K 2 2 + 4 o 3 


. _ Cm 2 —1 9 r 3 . . . , 

2. p=Br + — —-t-— uco — co- ist zu berechnen! 

r m 2 E 8 

Lösung: 

Wir berechnen zunächst die Größe co 1 : 

Wir multiplizieren die Gleichung mit 8 m 2 Er ; sie wird bruchfrei. 

&m 2 pEr = S Br 2 m 2 E + 8 Cm 2 E — (m 2 — 1) fico 2 r 4 
(m 2 —1) pco 2 r 4 = 8m 2 E(Br 2 +C-rp) 

2 8 m 2 E(Br 2 + C — rp ) 

(m 2 — 1 )pr 4 

Stichprobe: Wir wählen r = 2; C = 4; B = 1; m = 2; E = p = 3; co 2 = 2. 
Diese Werte setzen wir in die Eingangsgleichung ein und erhalten: 
p = 2 + 2 - .3 .2 -1 = 4 - 18-14 


Diesen Wert für p setzen wir in die Lösungsgleichung ein. 


In den in der Technik auftretenden Gleichungen sind die Variablen oft Symbole für physikalische 
Größen. 
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3. 


4. 


8-4~-(l-4 + 4 + 28) 36 

Wir erhalten: co 2 = - 3 3 16 - = 2 9 = a ^ so 0)2 = was unt unserer 

Wahl für co 2 übereinstimmt. Wir können nun (mit großer Wahrscheinlichkeit) an¬ 
nehmen, daß wir richtig gerechnet haben. 


Al = -^ZJ^~ T 2) t 2 = ? 

Lösung: 

A kommt als Faktor rechts und links vor, die Gleichung kann, ,4=1=0 vorausgesetzt, 
durch A dividiert werden. Durch Multiplikation mit (K — 1) wird die Gleichung 
bruchfrei. 

l(K-l) = RT,-RT 2 
i(K-l)-RT,= -RT 2 | :(-/?) 

rji RT,-l(K-\) 


t K = t F + 


°b 


AocE k 


(-ft) 


= ? 


Lösung: 

Die Gleichung wird mit AaE b S g ^multipliziert. 

(t K - t F )AaE b S g E g = cr b S g E g + o b S b E b 
S g E g [A aE h {t K — t F ) - G b ] = a h S h E h 

s _ o b S h E h _ 

g E g [AaE b (t K - t F )~ a h ] 


Stichprobe: 

t F = 10; G b = 15; Acc= 3; E b = 5; E g = 20; S b = 8; S g = 2 

E ■ ^= 10 + y ^( 1 + y ^)) = 10 + 2 = 12 

A . s = _ 13-8-5 __ 30 

g 20 - [3 • 5 - 2 — 15] 15 


AUFGABEN 


Berechnen Sie aus den folgenden Gleichungen die jeweils gefragten Variablen und über¬ 
prüfen Sie die Rechnung mittels Stichprobe. 


7.123 5 = ut + -y t 2 

a) 

1 7=1 

b) 

u= ? 

7.124 E= G-h + - ! ~ L 

a) 

m = ? 

b) 

h = ? 

7j * ^ 

a) 

E= 1 

b) 

m 2 = 

7 - i26£ = 2 

a) 

/??!=? 

b) 

m 2 = 

„ _ A — x x — /■ 

7.127 2wg — mg 

r r 

a) 

*= ? 

b) 

h = ? 

7.128 A- I+ 1 bl 
mb 

a) 

m = ? 

b) 

/ = ? 
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_ , / m\ R 2 

7129 “ =( 1+ m)^ 

a) m = ? 

7130 G = 2 (1+/) 

a)/= ? 

7.131 /? 0 + yp^ = /> 

a ) p = ? 

7.132 o = Pl ~ f 2 (r 2 - x 2 ) 

a) Pi = ? 

7.133 y = Af-^t — Aj 

a) r = ? 

_ ,. 2717C 

7.134 u, - - c + ^ 

a) c = ? 

7.135 (p + -^\{V-b)-RT 

a ) 6 = ? 

„ . (C 1 W 1 + C 2 m 2 ) (/ - f t ) 

7 ‘ 136c - * (r 2 - 0 

a) / = ? 

7.137 C'-C' + jj 

a) M = ? 

V" - V' 

7.138 AT= - --- Ap 

a) r = ? 

1A39U >= R t + R 2 

a) *2 = ? 

7.140 IR, = R^i-i'-^j 

a) i' = ? 

7.141 A: = — 1 — ^Y 2 - 
4ixfo r 2 

a) Öi = ? 

7.142 B--t^ -, = 

4 *Po 2V(r 2 + Ä 2 ) 3 

7.143 n = -r—4- 

' 1 4- Atik 

a) / = ? 

/c = ? 

73 44 ( 1 + % Ö2 = ( 1+ % ß2 

a) A 2 = ? 

7 ^-n7, 

7.146 c* = c+ u^l 

a) ac = ? 

a) ü= ? 

7.147 E = h{f x - f 2 ) + mc 2 

p 

II 

•0 

4 TC 

7.148 -^-r 3 (P ~ P') g = 6nr/rv 

a) p= ? 

7.149 2 n r 2 u — nh 

a) M = ? 

171 

1+ M 


7.150 f -(-^ - -L) 

u \ m 2 n 2 / 

M 

a) M = ? 


b) M = ? 
b) E = ? 
b) Po = ? 
b) / = ? 
b) c = ? 
b) A = ? 

b) fl = ? 
b) m, = ? 

b) /?= ? 
b) Q= ? 

b) *i = ? 
b) /?3 = ? 

b) e 0 = ? 
b) juo = ? 

b) a: 2 = ? 

b) /?= ? 

b) c = ? 
b) h = ? 
b) p' = ? 
b) m = ? 

b) Ai - 7 
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7.151 

7.152 

7.153 

7.154 

7.155 

7.156 

7.157 

7.158 

7.159 

7.160 

7.161 

7.162 

7.163 

7.164 

7.165 

7.166 

7.167 

7.168 

7.169 

7.170 

7.171 


3 V / 2a \ 



x = — --1 

a) fl = ? 

b) K= ? 

r~n\ r / 

> 

1 

N 

II 

a) fl = ? 

b) r= ? 

r n r ( 1 +fJ+f 

^ R-fir 

a) /, = ? 

b) / 2 = ? 


a) <7 = ? 

b) Ö= ? 


a) r= ? 

b) 6 = ? 

fl// 3 6/? 3 

a) b= ? 


7 “ 12 ~~ 12 

b) fl = ? 


a) r, = ? 

b) //= ? 

' 3+ t 



6 , = r^(l + -y) 

a) / = ? 

b) w 2 = ? 

h + 2nr M 
^ 2 rn — juh 

a) ? 

b) h = ? 

p Qf + (Q+ G)f 2 

2 r 

a) G = ? 

b) / 2 = ? 

P-Hg(M^ +M 2 +M 3 ) 

M, + M 2 + M 3 

a ) M 3 = ? 

b) g = ? 

J g b-a\ 3 3 J 

a) / = ? 

b)/= ? 

T (o 2 



15N— = A + I— 

a) TV = ? 

b) / = ? 

AN 4g -1800 
“ % 2 (n 2 - n 2 2 ) 

a) TV = ? 

b) n 2 = ? 

Mm iß 

a) M = ? 


2 (M+ m) 

b) w = ? 

(Mt — M 2 ) ü 3 + 2 M 2 u 2 



Cj ~ M, + M 2 

a) M 2 = ? 

b) ü 2 = ? 

ql + pl - 1 

2nhv 2mnhv 

a) v = ? 

b) h = ? 

f 

R = R 20 [l + a(5- 20)] 

a) fl = ? 

b) cif = ? 

'-Sr 

a) = ? 

b) fl = ? 




n 



U+ / 0 fl 2 ' 



U ~ Ry + fl,' + A 2 ' 

a) fl 2 ' = ? 

b) /o = ? 




fl _ «, + /?,+ /? 5 

a) fl 3 = ? 

b) fl 5 = ? 
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7.172 I 2 = 

7.173 h = 

7.174 c 2 = 


E 2 (R\ + R a ) — A„ 

R i A 2 + A rt (Ai + A 2 ) 

UR, 

AA 3 + - A 2 

M-i Ui 4 - M 2 v 2 — ( u 2 — üi) A M! 


7.175 R = A, ( 


1 + 


+ M 2 
3 - 20 


i9q + i9i 


7.176 C = e, 


^r 2 


r i — y 


7.177 E - 


U R 


r r — R 


7.178 cc = ocq — 


M 


7.179 

7.180 M 

7.181 P 


£ — 1 _ 4jl jY/7 2 * 

* + 2 = 9al 
Np 2 H 


7.182 At= HR 


3 k(T — I) 
(£-\)uH 
4nc 

k 


k- 1 


7.183 //=//,+ P " Pl + //, 


7.184 A = K 0 

7.185 r = 1 - 

7.186 p = 


7 

i + 1 ’ 4 * 6 (i-o,oi) 

C 3 + C 2 


2 77 

27?7 


6(1 + AL) 

7.187 Z = 273 Xl 

6 ?< 

7.188 6 t/ 2 = 


7.189 i = 


7.190 77 = 


273 + t L 273 + 
6,25 M, /+1 
a i 
D + d, 


(d + (1 - y/) 

HV+ VcAt 
H 


7.191 X = ^r 

2 4 + 3ti+ 


7.192 D t yÄ! - D 2 


A, - h 2 + —h 2 


7.193 

4/7 — 7* 


7.194 0 = 


4h — 2r 


a) Äi = ? 
a) A = ? 
a) u 2 = ? 
a) i9 = ? 
a) 7*1 = ? 
a) A = ? 
a) 6 = ? 
a) e= ? 
a) r= ? 
a) £= ? 
a) L= ? 
a) /? 2 = ? 
a) D = ? 
a) m = ? 
a) A = ? 
a) ? 
a) 7 = ? 

a) <//= ? 

a) ZW = ? 
a) + = ? 

= D (h\ A 2 ) a) 6 2 = ? 

a) h = ? 
a) r = ? 


c ) 


b) A a = ? 
b) A 3 = ? 
b) M, = ? 
b) i9 0 = ? 
b) 7 * 2 = ? 

b) i/= ? 

b) A = ? 
b) A = ? 
b) L = ? 
b) u = ? 
b) A = ? 
b) 7= ? 
b) 5 = ? 
b) c 3 = ? 
b) 77= ? 
b) = ? 
b) M, = ? 

b) d, = ? 
b) //= ? 

b) r= ? 
b) Ä! = ? 
b) / = ? 
b) h = ? 
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7.195 V=^^ L (3h - 2r) 


12 


7.196 x = 

c 


7.197 

7.198 jc = 


3 (m - 2) 


A 

' F x 
1 


Em 

D x x ! + D 2 x 2 
D } 4- D 2 


\ Ü1 ^2 / 


7.199 r= [ — + —) — 


7.200 u = (/,«, + / 2 i 2 + h i,) 

g 

7.201 a: = 26 + 




7.202 c = - 


87 


A + 


V* 


7.203 ^- = t 4 t 0 >, ü ,- p 2Ü2 ) 

7.204 x = a — - : - z 


-h-~) 

2c\ yc) 


7.205 = — — \ 

7.206 # = 


n + 2 
7.207 A = gb + Q 


7.208 Z = 


2b — z 
2b 

■<7-y) 


7.209 P- ö 


7.210 ? = 


a \ Z) 


1+ « + U ) 

yFz 


2z + 2b — 2h — l+c 


7.211 K = ^|W 2 (/j + 6 )-Z) 2 6 ] 

7.212 A = (F-/) (/> + *) 

aF,hi-bF 2 h 2 

7.213 s = a 


r2U 
7.215 




a) /? = ? 

a) Pi = ? 

a) m = ? 

a) A» - ? 
a) ü 2 = ? 
a) i 2 = ? 

a) / = ? 
a) a = ? 

a) A = ? 
a) ö = ? 

a) 7= ? 
a) n = ? 
a) z = ? 
a) F= ? 

a) fl = ? 

a) z = ? 

a) b = ? 
a) jc= ? 
a) / 2 = ? 

a) ? 


a + 2b 


b) 7 = ? 
b) P 2 = ? 
b) £ = ? 
b) x 2 = ? 
b) A = ? 
b) h = ? 
b) A = ? 
b) b = ? 

b) u 2 = ? 
b) A = ? 

b) A 2 = ? 
b) a= ? 
b) g = ? 
b) Gt = ? 

b) b = ? 

b) A= ? 

b) h = ? 
b)/= ? 

b) Fi = ? 

b) p= ? 
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7.216 *o = 


a(a + 2 c) 

2 (a 4- b + c) 


7.217 x = a + — 1 , a z 


7.218 ß = |i,ß-£- + (ß+G)^- 


7.219 a = -p 


7.220 r = 3 ö 


Xi ~ Yi 


Xi 


„ N M Mr e x 

7.221 <7! = — + — + — - , 

F rF Z r 4- e. 


7.222 B = 

7.223 * 2 = 

7.224 C = 


Pa ~ Pi 
TJ 2 — 1 

— s 2 + X! ri/Ti 

^ \ K 

23 + — + — 

fl + ( 23 + f)i 


7.225 M = ^Q(r ]C] - r,c 2 ) 


7.226 C = 


_L + Ä 
c, + f 2 


(c 2 C s ) 


7-227 ‘7 = ^3T C “ (7 ' 2 ~ 7 ’ ) 

7 77 « A _ °1 ^ - ^) 2 

^(n-r ) 2 
U 2 - ri, 


7.229 p = p 0 + 


7.230 —= —e 


2g 


7.231 c = 


ALA ) 


7.232 W = a 


n d 2 


4 G,-A, 

7.233 or = + 0,7 (K — 1) ^ 

7.234 Z = W 2 + W A + (G 2 4- £„) (5 4- 6) 

7.235 w = -jr(/+mr) + c 

K 


(H 


7.236 t = 




400 400 M + M B 


a) c = ? 
a) a = ? 

a)/= ? 

a) b = ? 
a) X! == ? 
a) e, = ? 

a) Pt = ? 

a) Fi = ? 

a) / = ? 

a) c 2 = ? 

a) C, = ? 

a) m = ? 
a) « 2 = ? 
a) h = ? 
a) u 0 = 2 
a) F= ? 

a) G t = ? 

a) K = 2 
a) 6 = ? 
a) m = ? 

a ) M B = 2 


b) b = 2 
b) h = 2 
b) R = 2 
b) g = ? 
b) X2 = ? 
b) F= ? 
b) p a = ? 
b) x, = ? 

b) K= ? 

b) n = ? 
b) C 2 = ? 

b) T x = 2 
b) fll = ? 
b) L = ? 
b) ü, = ? 
b) b = ? 
b) i4i = ? 

b) 77= 2 
b) G 2 = 2 
b) R = ? 

b) M = ? 
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7.237 y/ = 

7.238 (p = 

7.239 D = 

7.240 5 = 

7.241 M = 

7.242 P— 

a 

7.243 M x 

7.244 = 

7.245 er = 

7.246 fj 

7.247 Cf! - 

7.248 M v 

7.249 o m - 
Pr 

7.250 — 

71 

7.251 M mi 

7.252 P = 

7.253 F( 1 

7.254 ■ 

7.255 77 = 

7.256 i = 

7.257 /= 

7.258 k = 


100 J 




P[/-(x-2£)]£ 

EI 

ypQ (h - z) 


1 + (p 2 


1 — « 2 


( p+ } G )' 

3 EI 

=f(l +A )- 

^6 T/f/ 

T J = aW 


PA, 


= Yi x ( * l ~ x>} 


pi 

4 


Gl 


pi 1 -—) 

\F 2 WJ 

= f\ • ^ ~ x + yj 4 - fi a 

= /(^) 

\Pi P/ 


a 2 


= — (8 /-Hx,) 


: (P‘ 


1 


2 6 2 


2 fl 2 +6 2 


P-2r 0 2 rs 2 

- - 

* = A ( a + J £) 

71 3 

64 5 1 2 

I 7N 

— ÖX + ÖX Z ) = ~ 

K. 

P , . Px X 

= y(*-c)- —-y 

¥ 


9 1+0 
i' + x(z" -/') 

3 71 0 - eQ 4 71 

4 r 3 7 - r? /1 
fir+ft 


a) F = ? 

b) F t = ? 

a) x = ? 

b) / = ? 

a) z = ? 

b) /i 2 = ? 

a) G = ? 

b) P = ? 

a) A = ? 

b) P = ? 

a) <3 = ? 

b) 6 = ? 

a) / = ? 

b) P = ? 

a) P = ? 

b) / = ? 

a) l+ = ? 

b) F = ? 

a) x = ? 

b) fl = ? 

a) p = ? 

b) / = ? 

a) Xt = ? 

b) / = ? 

a) p = ? 

b) fl 2 = ? 

a) r = ? 

b) r 0 = ? 

a) 6 = ? 

b) P = ? 

a) F = ? 

b) 5 = ? 

a) fl = ? 

b) 6 = ? 

a) c = ? 

b) / = ? 

a) ß= ? 

b) V = ? 

a) V = ? 

b) 1 " = ? 

a) /1 = ? 

b) /= ? 

a) /1 = ? 

b) / 2 = ? 
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7.259 = 


7.260 H = 

7.262 K 2 = 

7.263 77 = 

7.264 C £ = 

7.265 = 

7.266 P D = 

7.267 U A 

7.268 L = 


m 2 / ^ ö\ 

b) 


1 


2nfC 2 R\ 

1 + (Äj/ÄO 
1 + (ä 3 /ä 4 ) 


P r „ - />„ 




2n-f-(R e + Ä tl ) 
ß-R E 

ß- R e + r BE 
Uß — Uno — U RS 


-('♦*) 


(14 


/d 

• U z 
U a )'U a 


7.269 P c = 

7.270 r E = 


AI L fU E 
Ur — u CE — U RE 


1 


1 1 1 

An + Ä, + Ä2 


7.271 

7.272 r e = 

7.273 P ß = 

7.274 T = 

7.275 //, = 

7.276 5„ = 

7.277 / = 

7.278 C / 2 = - 

7.279 P c = 


= £ 


.Ri + 


P Gen re 

r 2 

V 

_ Ub - Ube 
i B + 4 
0,3 (*,<:, + R 2 C 2 ) 
-P]Li 


HW - 

ph 2 


h Jl_ 

Hb l 21 
nU 0 


nRj 


+ Rl 


, C 2 

+ Rl + Q 
Us ~ Uce 
ic + iß + 4 


a) ü 0 = ? 

a) b= 2 
a) C/ c = ? 

a) R 2 = 2 
a) P v = 2 
a) /= ? 
a) ß= ? 
a) t/ D5 = ? 
a) R 2 = 2 
a) C4= ? 

a) / c = ? 
a) /in = ? 

a) Pct// = ? 

a) R 2 = 2 

a) J7 ß£ = ? 

a) Ä, = ? 
a) /* = ? 

a) / = ? 
a) ra = ? 

a) R 2 = 2 

a) l/ C£ = ? 


b) t = 2 

b) < 7 = ? 
b) C 2 = ? 
b) P 4 = ? 
b) P 2M = ? 
b) R e = 2 
b) r ß£ = ? 
b) U B = 2 
b) Äi = ? 

b)/= ? 
b) C/ C £ = ? 

b) Äi = ? 

b) r e = ? 
b) V= 2 

b) 4= ? 

b) C 2 = ? 
b) / = ? 

b) H b = ? 
b) w = ? 

b) C 2 = ? 

b) Iß = 2 

















8. Relationen und Funktionen 


Nach dem Durcharbeiten dieses Abschnitts werden Sie folgendes können: 

■ den Begriff Gleichheit zweier geordneter Paare erklären; 

■ das kartesische Koordinatensystem zur Darstellung geordneter Paare verwenden; 

■ eine durch eine Paarmenge gegebene Relation durch ein Pfeildiagramm und durch ihren Gra¬ 
phen in einem kartesischen Koordinatensystem veranschaulichen; 

■ eine durch eine Zuordnungsvorschrift mit endlicher Definitionsmenge gegebene Relation durch 
eine Paarmenge darstellen; 

■ eine durch eine Zuordnungsvorschrift gegebene Relation im kartesischen Koordinatensystem 
darstellen; 

■ zu einer gegebenen Definitionsmenge die Wertemenge einer Relation bestimmen; 

■ die Begriffe Funktion, Definitionsmenge, Wertemenge , Zuordnungsvorschrift, Argumente, Funk¬ 
tionswerte, Tabelle und Graph einer Funktion, explizite und implizite Form einer Funktionsgleichung 
erklären; 

■ die in der Mathematik, Technik und Wirtschaft üblichen Darstellungen einer Funktion 

durch eine Paarmenge, 
durch eine Gleichung, 
durch eine Tabelle, 
im kartesischen Koordinatensystem 
ineinander überführen; 

■ aus gegebenen Funktionen lineare Funktionen und konstante Funktionen erkennen; 

■ die lineare Funktion y = kx + d graphisch darstellen; 

■ die Begriffe Steigung und Ordinatenabschnitt einer Geraden erklären; 

■ die Begriffe Verhältnis und Proportion anwenden; 

■ eine Proportion als Produktgleichung darstellen; 

■ Proportionen in einer Variablen lösen; 

■ direkte Proportionalität und indirekte Proportionalität erkennen; 

■ Probleme, die auf eine Proportion führen, durch ein mathematisches Modell darstellen und 
lösen; 

■ Nullstellen der Potenzfunktion y = x 2 + n graphisch bestimmen; 

■ die rein quadratische Gleichung x 2 = a in R lösen; 

■ zu einer Relation die Umkehrrelation bilden; 

■ zu einer Funktion die Umkehrfunktion bilden; 

■ zwischen Umkehrrelation und Umkehrfunktion unterscheiden. 


8.1 Geordnete Paare 


Wenn bei einem Paar ( a ; b ) die Reihenfolge — zuerst a, dann b — festgelegt ist, so 
heißt ( a ; b) ein geordnetes Paar. 

Das erste Element a heißt erste Komponente, das zweite Element b heißt zweite Kompo¬ 
nente des geordneten Paars ( a ; b ). 


Wir legen nun fest, wann wir zwei geordnete Paare als gleich betrachten. 


( a\b) — (c;d ) o a = cAb = d 

Zwei geordnete Paare ( a ; b ) und ( c ; d ) sind genau dann gleich, wenn a = c und b = d ist. 
Zwei geordnete Paare sind somit ungleich, wenn sie sich in mindestens einer Kompo¬ 
nente unterscheiden. 
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Geordnete Zahlenpaare kann man als Punkte im kartesischen Koor¬ 
dinatensystem darstellen. 


Die Komponenten eines geordneten Zahlenpaares heißen 

Koordinaten 1 . 

An 1. Stelle steht die x-Koordinate, Abszisse 2 genannt. 

An 2. Stelle steht die y-Koordinate, Ordinate 3 genannt. 


y' 1 

ß (xjy,) 

yi -<? 

i 

t . 

0 1 x, x 


Die horizontale Achse heißt x-Achse oder Abszissen¬ 
achse, die vertikale Achse heißt y- Achse oder Ordina- 
tenachse. Der Schnittpunkt der x-Achse mit der 
y-Achse heißt der Ursprung des Koordinatensystems. 

y- 

I 1 

x<0; y>0 

I 

x>0; y>0 

0 

1 X 

Durch das rechtwinklige Achsenkreuz wird die Ebene 
in vier Punktfelder, die sogenannten Quadranten, ge- 

UL 

x<0; y<0 

M 

x>0; y<0 


teilt. 


Es gilt : 

Ein geordnetes Zahlenpaar (xi ; y t ) kann man als Koordinatenpaar eines Punktes P x der 
Ebene deuten 4 . 

Jedem Punkt der Ebene kann umkehrbar eindeutig ein geordnetes Zahlenpaar zuge¬ 
ordnet werden. 


P = {(1; - 1), (1; 2), (2; 0), (5; 2)} ist eine Menge geordneter Zahlenpaare. 
Man kann diese Menge folgendermaßen darstellen: 


1 . 


durch eine Tabelle, z. B.: 


1 

1 

2 

5 

oder 

X 

1 

1 2 5 

-1 

2 

0 

2 

y 

-1 

2 0 2 


2 . 

3. 


als Punktmenge im kartesischen Koordinatensystem: 
durch ein Pfeildiagramm, z. B.: 


y 

(112) 

(512) 

2 

1 


(210) 


-1 0 

1 

1 2 3 

4 f 

5 x 

-1 

(11 

-1) 





Beachten Sie: 

D={ 1, 2, 5} 

W={- 1, 0, 2} 

P ={1; -1), (1; 2), (2; 0), (5; 2)} 


1 coordinare (lat.) = gegenseitig zuordnen 

2 Abszisse (lat.) = Abschnitt 

3 Ordinate (lat.) = zugeordneter Abschnitt 

4 Wenn wir bei einem geordneten Zahlenpaar (x,; yd besonders hervorheben wollen, daß es sich um die 
Koordinaten eines Punkts handelt, so schreiben wir (x^yi). 
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AUFGABEN 

8.01 Stellen Sie {(-2; 9), (3; 4), ( — 2; 0), (0; -2), (1; 5)} 

a) durch eine Tabelle, b) durch ein Pfeildiagramm, 

c) im kartesischen Koordinatensystem dar. 


8.2 Relationen 


a) 




Durch diese Pfeildiagramme werden Zuordnungen, die man auch als Relationen 1 be¬ 
zeichnet, dargestellt. 

Es werden jeweils alle Elemente der „Definitionsmenge“ D in die „Wertemenge“ W abge¬ 
bildet. 

Jedem Element x e D ist mindestens ein Element y e W zugeordnet. 

Das „Endergebnis“ dieser Zuordnungen sind geordnete Paare, die man auf verschiedene 
Weise darstellen kann, z. B.: 

1. in der Mengenschreibweise 

a) {OiiTi), (x 2 ;y 2 )} b) { Oi ; To), te To)} 

C) {OiiTi), Ol \yi\ Oi; Ta), O 2 ; Ti), O 2\y& OaiTa)} 


2. durch Wertetabellen 


a) x 

y 

b) x 

y 

c) X 

y 

*1 

Ti 

*1 

To 

Xi 

Ti 

T2 

Ta 

*2 

T 2 

x 2 

To 

Xi 

Ti 

T2 

Ta 


3. als Punkte im kartesischen Koordinatensystem 

a) b) c) 


y ‘ 

w . 


J2 

. 




yi 




X, X 2 X 


y 


y 0 


y ■ 

\/ . 



T3 

y 2 - 

v . 






y! 





X, X 2 X 


relatio (lat.) = Beziehung 
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Es liegt daher folgende Definition nahe: 


Eine Relation von D nach W ist eine Menge geordneter Paare (jc; y ), wobei jedem Ele¬ 
ment x der Definitionsmenge D mindestens ein Element y der Wertemenge W 
zugeordnet ist. 

Eindeutige Relationen nennt man Funktionen. 

Wenn jedem Element aus D alle Elemente aus W zugeordnet sind (Fall c), so spricht 
man von der Produktmenge D x W. .. 3 


Bei eindeutigen Relationen (Fall a und b) ist jedem Element x genau ein Element y zuge¬ 
ordnet. 

Bei mehrdeutigen Relationen (Fall c) sind zumindest einem Element aus D mehrere Elemente 
aus W zugeordnet. 


BEISPIELE 

1. Die nebenstehende Kurve (der nebenstehende 
Graph) ist eine Darstellung einer mehrdeutigen 
Relation. 

Es gibt Jc-Werte, denen mehr als ein y-Wert zuge¬ 
ordnet ist. 


2. Es liegt hier eine Darstellung der Relation 

{(x; j>) e Rx [R|j> ^ x} 
vor. 

Die Koordinaten aller Punkte der Winkelhalbie¬ 
renden des dritten und ersten Quadranten genügen 
der Gleichung y = x. 

Für alle „unter“ der Winkelhalbierenden liegenden 
Punkte gilt: y <x. 

Für alle „ober“ der Winkelhalbierenden liegenden 
Punkte gilt: y >x. 



3. Das Bild (der Graph) der Relation y g 

{(x;j>)|x = 2aj'g[R} 
ist eine zur jy-Achse parallele Gerade g. 

-1 0 1 2 3 x 

Jeder Punkt P dieser Geraden g hat die Abszisse 2. _1 


D x W wird gesprochen D Kreuz W. 
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4. Im nebenstehenden Graphen ist die Relation 

y 

g 


{(x;j>) g Rx R|x > 2} 

2 



dargestellt. 

1 ■ 




-1 0 

i 

2 3 x 

^ Die Punkte der Geraden gehören nicht zur betrach¬ 

-1 • 



teten Relation! 





5. a) b) c) 



a) stellt Z x Z für — 2 <; x <|2, — 2^y^2 dar. 

b) stellt y = x für x e Z und — 2 <; x ^ 2 dar. 

c) stellt y 5= x für xeZ und — 2 ^ x ^ 2 dar. 


AUFGABEN 


8.02 Zeichnen Sie Pfeile ein für eine 

a) mehrdeutige Relation b) Funktion c) Produktmenge 



8.03 


Welche Relationen werden hier dargestellt? 
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8.3 Funktionen 
Funktionsbegriff 


Wir haben bereits im letzten Abschnitt die Funktion als eindeutige Relation eingeführt. 

Wir können sagen: 

Die Funktion f ist die Menge aller geordneten Paare ( x ; jk), wobei jedem x genau ein y zuge¬ 
ordnet ist. 

Wir beschränken unsere Betrachtungen auf reelle Zahlenmengen. 


© 


Eine reelle Funktion f ist die Menge geordneter reeller Zahlenpaare (x; y ), bei denen 
jedem Argument x genau ein Funktionswert y zugeordnet ist 1 . 



Ausführlich schreibt man: 


f ... . Funktion 

x ... . Argument (Stelle) von / 
D... . Definitionsmenge von / 

y .... Funktionswert von / 

W . . . Wertemenge von / 

Es gilt: x e D, y e W 


f={(x;y) | Jedem jc e U ist genau ein y e IR zugeordnet} 

Wenn man eine Zuordnungsgleichung angeben kann, dann schreibt man für die obige Funk¬ 
tion kurz: y =f(x). 

Wir werden in höheren Jahrgängen erkennen, daß dieser Funktionsbegriff auch alle in Wirt¬ 
schaft und Technik vorkommenden Funktionen umfaßt. 


Darstellung von Funktionen, spezielle Funktionen 

BEISPIELE 


1. a) /={(!; 2), (2; 2), (3; 2), (4; -0,5)} 

b) x 

l 

2 3 4 


y 

2 

2 2-0,5 


c) d) 



e) Eine Funktionsgleichung ist nicht sofort ersichtlich; sie existiert aber: 

5 , 5 , 55 9 _ r . . _ .. 

?=-l2 X + J X ~l2 X+ 2 Ö = {1,2,3,4} 


Einfachheitshalber verwenden wir „Funktion“ statt „reeller Funktion“. 
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2. a)/ 2 = {(l;-1), (2;0), (3; 1), (4; 2)} 


c) 

y - 

2 o 

1 o 

-1 0 1 2 3 4 5 x 

-1 - o 


e) Funktionsgleichung: y = x — 2 


X 

1 

2 3 

4 

y 

-1 

0 1 

2 


d) 



D = {1, 2,3,4} 


3. 


a) f={{x\y)\y = x-2 a x g IR}, 
kurz: y = x — 2 

Eine ausdrückliche Angabe aller Paare ist bei 
diesem Beispiel ausgeschlossen. 

c) Eine Tabelle ist nur auszugsweise möglich! 

d) Funktionsgleichung: y = x — 2 D = R 



Obwohl die Beispiele 2 und 3 gleiche Funktionsgleichungen haben, liegen zwei ver¬ 
schiedene Funktionen vor! 


4. 


a) Bei der Funktion y =2 (ausführlich b) y 

/={(x; y)\y = 2 für alle re/)}) ist jedem 3 

Element x der Definitionsmenge IR dasselbe _ 2 

Element 2 zugeordnet. 

c) Tabelle nur auszugsweise möglich. , 

-1 0 

d) Funktionsgleichung: explizit: y = 2 D = R 


Eine Funktion heißt konstante Funktion, wenn jedem Argument x derselbe Wert y 0 
zugeordnet wird. 


5. a) Jedes Element der Definitionsmenge IR ist 
sich selbst zugeordnet, 
b) Tabelle nur auszugsweise möglich, 
d) Funktionsgleichung: y = x D = R 

y = x heißt identische Funktion. 
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Statt y = x kann man auch x\-+x (Sprechweise: „x Pfeil x“, „x wird abgebildet auf x“) 
schreiben 1 . 

Wenn keine Verwechslungen zu befürchten sind, dann verwenden wir den Ausdruck 
„Funktion“ auch für den Graphen (auch Bild, Schaubild, Diagramm, Kurve genannt) 
dieser Funktion oder für die Zuordnungsvorschrift (z. B.: Gleichung) dieser Funktion. 


6. a) Betragsfunktion y = \x\ 

b) Tabelle nur auszugsweise möglich, 
d) Funktionsgleichung: y = \x\ D — U 


c) 


-3-2-10 1 2 3 x 



7. Die Kurve der Funktion f deren Funktionsgleichung y = x 2 — 9 lautet, ist für 
— x <; + 4 zu zeichnen. 



Wir berechnen: 


X 

-4 

-3 

-2 

-1 

0 

1 

2 

3 

4 

y 

7 

0 

-5 

-8 

-9 

-8 

-5 

0 

7 


Das Schaubild der Funktion / mit der Gleichung 
y = x 2 — 9 und DczR ist ein Parabelstück. 


x = 0 ist eine Minimumstelle, d. h. die Funktion 
nimmt dort ihren kleinsten Wert an. 


An den zwei Stellen x = — 3 und x= + 3 ist der 
Funktionswert = 0. 

Solche Stellen nennt man Nullstellen. 


Definitionsmenge: D = {x| — 4^x^=4} R 


Wertemenge: W ={y\—9^y 


Jede Stelle Xq einer Funktion Xi-►/(x) heißt Nullstelle der Funktion f wenn 
/(*>) = 0 ist. 


Jeder reellen Nullstelle einer Funktion /entspricht ein Schnitt- oder Berührungspunkt 
des Graphen von / mit der x-Achse. 


i— hat einen kleinen Querstrich! 
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AUFGABEN 

8.04 Gegeben sind die folgenden Graphen: 

a) b) 



1 Ct M 



d) e) 



0 

y 


X 


Welcher Graph stellt eine Funktion dar? 

fi : y = 2x + l 


8.05 Stellen Sie die Funktionen 

f: y = 2x + l xeN und 
im Intervall [0, 5] graphisch dar. 


8.06 Stellen Sie die Funktion xi-*x 3 — 5x(xeZ + a x ^ 5) durch ein Pfeildiagramm dar. 
8.07 Stellen Sie die Funktion graphisch und durch eine Tabelle dar. Es gelte x e tk 



> = -x + 5 


y = 


X s - 8 

x 2 + 8x 


-2<x<7 
- 4 ^ x ^ 4 
-6^x<l 
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8.4 Lineare Funktion 


Das rosa unterlegte rechtwinklige Dreieck heißt 
Steigungsdreieck der durch die Punkte P 1 und P 2 
gehenden Geraden g. 

Ä;=^=——— heißt Steigung von g .. .* 

Ax x 2 — Xi 

Der Winkel a heißt Steigungswinkel von g. 



Wenn wir x an beliebiger Stelle um 1 (d. h. Ax = 1) vergrößern, ändert sich y um den Wert k, 
der positiv, negativ oder Null sein kann. 



Ist k> 0, so wächst für zu¬ 
nehmende x-Werte der 
Funktionswert; die Gerade 
steigt. 


Ist k< 0, so nimmt der 
Funktionswert ab, wenn x 
wächst; die Gerade fällt. 


Ist k = 0, so lautet die Glei 
chung y = 0. 

Die Gerade ist die x-Achse. 


Es ist wichtig, daß sich der Lernende die typische Lage für positive Steigung und negative 
Steigung einprägt: 



Wir zeichnen eine Gerade g durch den Ursprung 
O(0|0) und den Punkt P x (11 k). 

Für jeden Punkt P(x\y) auf der Geraden g gilt: 

Die Steigungsdreiecke OEP x und OFP sind ähnlich, 
wobei £(1|0), F(x|0) gilt. 

. , .. FP 

Folglich gilt: == = == 

& 6 OE OF 

und damit t = - also y = kx 
1 x - 



Ax wird gesprochen: Delta x. A ist ein Symbol für Differenz. 
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s 


Die Gleichung einer Geraden mit der Steigung k durch den Ursprung lautet y = kx. 


Nun verschieben wir die durch den Ursprung gehende Gerade y = kx um d Einheiten in 
Richtung der >>-Achse. 

Die Größe der Verschiebung kann auf der ^-Achse, 
der Ordinatenachse, abgelesen werden. Man nennt d 
daher den Ordinatenabschnitt der Geraden. 

Wenn d> 0 ist, so erfolgt die Verschiebung in posi¬ 
tiver ^-Richtung. 

Wenn d< 0 ist, so erfolgt die Verschiebung in nega¬ 
tiver ^-Richtung. 

Leicht ist zu erkennen: 


Die Gleichung einer Geraden mit der Steigung k und dem Ordinatenabschnitt d lautet 
y = kx + d. 


Wir können y = kx + d auch als Funktionsgleichung auffassen, es wird ja durch sie jedem 
Wert x ein Wert kx + d zugeordnet. 

Man bezeichnet y = kx + d als lineare Funktion * 1 2 3 4 . 

Die Gerade y = kx + d ist eine graphische Darstellung der linearen Funktion y = kx + d. 



Sonderfälle der linearen Funktion y = kx + d\ 


1. k = 0. y = d Es liegt eine konstante Funktion vor. 

2. k = \ a d = 0. y = * Es liegt die identische Funktion vor. 

3. d = 0. y = kx In diesem Fall spricht man von der homogenen 

linearen Funktion. 


4. Wenn d= t= 0 a k 4= 0 ist, so bezeichnet man y = kx + d als inhomogene lineare Funktion. 

^ Die ^-Achse und alle zu ihr parallelen Geraden sind keine Funktionsgraphen. Es werden ja 
jeweils einem jc-Wert unendlich viele y-Werte zugeordnet. 


BEISPIEL 

Die Gerade y = x —2 ist zu zeichnen. 
Lösung: Es gibt zwei Möglichkeiten: 



Ordinatenabschnitt d =— 2 => D (01 — 2) 

k = 1 => Die Gerade ist steigend. 

Das Steigungsdreieck mit Ax = l und ky = \ 
ist sehr klein. 

Wir wählen daher Ax = 5. 


Statt y = kx + d schreibt man auch /: jci— ► kx + d oder x*-+ kx -I- d. 
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Wir wählen zwei möglichst weit voneinander 
entfernt liegende x-Werte und berechnen die 
zugehörigen jy-Werte. So ergeben sich zwei 
Punkte für die gesuchte Gerade, deren Entfer¬ 
nung ausreicht, um diese Gerade genau genug 
zu zeichnen. 


Wir können unsere Berechnung durch Ermittlung eines dritten Punktes prüfen. 
Zusammenfassung: 

Der Graph der Funktion y = kx + d ist eine nicht zur ^-Achse parallele Gerade. 

Wenn x um 1 wächst, so ändert sich y um k. 

Wenn x um Ax wächst, so ändert sich y um A y = k Ax. 
d gibt die Größe des Ordinatenabschnitts der Geraden an. 

Ein Punkt P(x\y) liegt genau dann auf der Geraden mit der Gleichung y = kx + d, wenn 
seine Koordinaten x, y die Geradengleichung y = kx + d erfüllen. 


Anwendungen der linearen 

1. Weg-Zeit-Funktion 
s = s 0 +vt 


2. R() — Rio (1 + cc *A T) 


3. Lineare Kosten 
K = kx + F 


4. Lineare Tarife 
R = kx + G 


5. Lineare Abschreibung 

B x =A ——x 
n 


Funktion y = kx + d 


s .... Weg 
So.... Anfangswert 
v .... Geschwindigkeit 
t .... Zeit 

Rs .. . Warmwiderstand 
R 20 . . Widerstand bei 20 °C 
a.... Temperaturkoeffizient 
A T . . Temperaturänderung 

K.... Gesamtkosten 
k .... Kosten/Einheit 
x ... . Anzahl der Einheiten 

F. ... Fixkosten 

R. . . . Rechnungsbetrag 
k .... Kosten/Einheit 
x .... Anzahl der Einheiten 

G. ... Grundpreis 

B x ... Buchwert nach x Jahren 
A.... Anschaffungswert 
n .... Nutzungsdauer 
x .... Anzahl der Jahre 
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AUFGABEN 

8.08 Welche Funktionen sind lineare Funktionen? 

a) x\-+2x — 5 b) xh-»x 2 — 2 c) 2 d) xk- 3.x+ 5 

e) y = 4(x + 3) f)y = 2 g) y-- + l h) y=x(x + 2) 

'flWtffl x 

8.09 Welche Funktionen sind homogene lineare Funktionen? 

a) x^3-x b) y = 5x c) {(. x\y)\y = l } d) {(x;j/)|x=3} 

8.10 Zeichnen Sie die Graphen der Funktion y = kx + d, wenn gegeben sind: 

a) k = l; d = 3 b)yt=-|;af = 2 c) k= -0,75; d = l,25 

d) * — 1,8; rf= —3 e) k = 0,2\ d= —0,5 0 *=— l;rf = 4 

Jr 

8.11 Zeichnen Sie die Funktionen: 

v) 3x + 2y = 6 b) 5 x + 10 y — 20 = 0 

c)3j> — 6 = 4x d)jc + 5^ = 30 

e) 4x — 2y+12 = 0 f) x — 3y = 0 





Anleitung ': Bringen Sie zunächst die in impliziter Form Ax + By = C gegebenen Glei¬ 
chungen auf die explizite Form y = kx + d. 

12 Von einem Draht sind a = 4,2 • 10 -3 1/K und R 2 0 = 1500 Q bekannt. Wie groß ist 

13 Von einem Draht sind = 2 000 Q und R 20 = 1400 D bekannt? Wie groß ist er? 

14 Eine Maschine wird um öS 10000,— angeschafft. Ihre Nutzungsdauer ist mit 
n = 10 Jahre festgelegt. 

a) Wann beträgt der Restwert öS 7 500,— ? / / 

b) Wie groß ist der Restwert nach 8,5 Jahren? 

Eine Maschine wurde vor n = 8 Jahren um öS 120000,— angeschafft und linear abge¬ 
schrieben. Heute ist sie nur mehr öS 40000,— wert. 

Wie groß ist die Restnutzungsdauer? 

16 Ein Kapital von öS 75 000,— wird mit 12,5 % linear verzinst. 

Wie lautet die Funktionsgleichung? 

Zeichnen Sie den Graphen und lesen Sie die Zinsen für 3, 5 und 6,5 Jahre ab. 

17 Ein Kapital von öS 75 000,— wächst in 10 Jahren bei linearer Verzinsung auf*das 
Doppelte. 

Wie lautet die Funktionsgleichung? 

Zeichnen Sie den Graphen und lesen Sie die Zinsen für 3, 5 und 6,5 Jahre ab. 

Einem Haushalt werden zwei Tarife für elektrischen Strom angeboten. 

a) 1,40 S/kWh und eine Grundgebühr G = 80 S, 

b) 2,00 S/kWh und keine Grundgebühr. 

Zeichnen Sie die Funktionsgraphen. 

Wie groß sind die Preise für 50 kWh und für 100 kWh? 

Bei welchem Verbrauch zahlen Sie gleich viel? 


explicite (lat.) = geordnet, entwirrt; implicite (lat.) = verwickelt, verflochten. 
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8.5 Verhältnisse und Proportionen 
Verhältnisse 

EINFÜHRENDES BEISPIEL 

Dreht sich bei einem Riementrieb das getriebene Rad 
doppelt so schnell wie das treibende, so sagen wir: die 

Übersetzung ist -j- oder das Übersetzungsverhältnis 
ist 1 : 2 . 2 



Der Quotient a :b (b 4=0) (auch 7 geschrieben) heißt Verhältnis von a und b. 

b 


a heißt das Vorderglied und b das Hinterglied des Verhältnisses a : b. 
a :b wird gelesen als „a durch b “ oder „a zu 6 “ oder „a verhält sich zu 6 “. 

Aus der Erklärung des Verhältnisses als Bruch folgt: 


Der Wert eines Verhältnisses bleibt unverändert, wenn man seine Glieder mit der 
gleichen, von Null verschiedenen Zahl multipliziert oder durch die gleiche von Null 
verschiedene Zahl dividiert. 


BEISPIELE 


1 . 

3:5 =9:15 =18:30 

2 . 


•3 -2 



6 2 


3. 

_ : _ = 6:2 = 3:l 

4. 

5. 

4 8 N^ : 16 N ^ =3:1 

6 . 


m m 


35:15 =7:3 

I : 5 

1,1:0,1 = 10:1 

8 Tage : 4 Stunden = (8 • 24): 4 = 48 : 1 


In der Technik treten häufig Verhältniszahlen auf: 


V 


2 . 


3. 

4. 


Maßstab = 


Zeichengröße 
wirkliche Größe 


Zum Beispiel: Der Maßstab auf einer Landkarte wird mit 1 : 100000 angegeben. 
Das heißt: 1 cm auf der Landkarte ist in der Wirklichkeit 
100000 cm = 1000 m = 1 km. 


Steigung einer Geraden: k = ^~ 

Ax 

Das heißt: Wenn x um Ax wächst, so ändert sich y um Ay. 


Steigung einer Straße = - 
Mischungsverhältnis = 


Höhendifferenz 


waagrechte Entfernung 
Menge der Sorte A 
Menge der Sorte B 

Zum Beispiel: Schwefel und Eisen verbinden sich nur dann restlos zu Schwefel¬ 
eisen, wenn die Massen der beiden Stoffe im Verhältnis 4 : 7 gemischt werden. 











148 


8. Relationen und Funktionen 


5. 


Wirkungsgrad r\ = 


abgegebene Leistung 
zugeführte Leistung 


Pa 

P z 


6 . 


Bogenmaß a = 


Länge des Kreisbogens 
Radius 


b 

r 


_ „ , . , Langenanderung Al 

7. Dehnung eines Stabes e = --———:—— = — 

ursprüngliche Länge / 


8 . 


relativer Fehler = 


absoluter Fehler 
Grundgröße 


Istwert — Sollwert 
Sollwert 


9. 


Reibungszahl 


_ Reibungskraft 
,U Normal kraft 


10 . 


Übersetzungsverhältnis i = 


Drehzahl der treibenden Scheibe 
Drehzahl der getriebenen Scheibe 


Proportionen 


Eine Gleichung der Form a:b = x:y (a, b, x, y = 1=0) heißt Verhältnisgleichung oder 

Proportion 1 . 

Man liest: a verhält sich zu b wie x zu y. 

Bezeichnungen: 

Glieder der Proportion: a, b, x, y 
Außenglieder: a, y Innenglieder: b, x 

Entsprechende Glieder: a und x (Vorderglieder), b und y (Hinterglieder) 


BEISPIELE 
1 . 


A e = 6- 


2J/3 ~ r 


Wie groß ist das Verhältnis der Flächeninhalte des einem Kreis eingeschriebenen und 
des ihm umschriebenen regelmäßigen Sechsecks? 

Lösung: 

Die Seitenlänge des eingeschriebenen Sechsecks ist r, 
daher ist der Inhalt der Fläche: 

4 2 

Die Höhe der Teildreiecke des umschriebenen Sechs- 

2 r 

ecks ist r, daher ist die Seitenlänge: y=- und der 

Flächeninhalt: A u = 6- = 2^3 r 2 

Das Verhältnis der Flächeninhalte ist demnach: 

U/L r 2 

* 2 I **- 3:4 



proportio (lat.) = Verhältnis 
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2 . 


Wie verhalten sich die Durchmesser der Scheiben eines offenen Riementriebes, wenn 
die kleine Scheibe «, Umdrehungen in der Minute macht und die größere Scheibe « 2 
Umdrehungen pro Minute? 

Lösung: 

Ohne Berücksichtigung des „Schlupfes“ gilt: 

Die Umfangsgeschwindigkeit beider Scheiben muß gleich sein. 

Für die Umfangsgeschwindigkeit gilt: 

u = ndn daraus d——. 

Ti n 

Für den Durchmesser der treibenden Scheibe 
erhalten wir d x = U ; 

7t«! 

für den Durchmesser der getriebenen Scheibe 



Das Verhältnis der Durchmesser ist also gleich: 


v 

7t«! 

V 

7t « 2 


« 2 


dp.d 2 = « 2 : «i 


Die Durchmesser verhalten sich umgekehrt wie die Drehzahlen. 


3. Wie groß ist das Verhältnis des Verkaufspreises P v zum Einkaufspreis P E einer Ware 
bei 20 % Regien und 30 % Gewinn? 

Lösung:-^- = ? 

Pe 

Die Regien beziehen sich auf den Einkaufspreis. 

Der Gewinn wird in Prozenten des Selbstkostenpreises P s angegeben. 

P s = p E + p E . 20/100 = 1,20 P E 

p v = p s + p s . 30/100 = P s ■ 1,30 = P E • 1,20 • 1,30 = 1,56 P E 
Somit: P v \ P E = 1,56 :1 


AUFGABEN 

8.19 Wie verhalten sich die Flächeninhalte zweier Rechtecke mit gleichen Grundseiten und 
verschiedenen Höhen? 


8.20 

8.21 



8.23 

8.24 


In welchem Verhältnis stehen die Flächeninhalte zweier Rechtecke, wenn sich die 
Längen wie 3 : 7 und die Breiten wie 14 : 15 verhalten? 

In welchem Verhältnis stehen die Rauminhalte zweier Quader, wenn sich die Längen 
wie 5 : 3, die Breiten wie 6 : 7 und die Höhen wie 14 : 5 verhalten? 

Wie verhalten sich die Dichten zweier Körper gleicher Masse, wenn sich ihre Raum¬ 
inhalte wie 4 : 5 verhalten? Did \{* - 7% 7^, 

Die Höhen zweier gleichseitiger Dreiecke stehen im Verhältnis 3 : 4. Wie verhalten sich 
ihre Flächeninhalte? 

Wie verhalten sich die Flächeninhalte (Umfänge) des einem Quadrat mit der Seiten¬ 
länge a eingeschriebenen Kreises und des demselben Quadrat umschriebenen 
Kreises? 
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8.25 Wie verhalten sich die Flächeninhalte des einem Kreis eingeschriebenen und des ihm 
umschriebenen gleichseitigen Dreiecks? 

8.26 In welchem Verhältnis stehen Mantelfläche und Oberfläche eines gleichseitigen Zylin¬ 
ders? 

8.27 Wie verhalten sich die Flächeninhalte zweier Kreisausschnitte, die demselben Kreis 
angehören und deren Bogenlängen sich wie 2 : 7 verhalten? 

8.28 In welchem Verhältnis stehen die Flächeninhalte (Umfänge) des einem regelmäßigen 
Dreieck eingeschriebenen und des ihm umschriebenen Kreises? 

8.29 Bestimmen Sie das Verhältnis der Flächeninhalte zweier Kreisausschnitte, wenn sich 
die Radien wie 29 : 25,8 verhalten und die Mittenwinkel 32,25° und 43,5° sind! 

8.30 In welchem Verhältnis stehen die Bogenlängen eines Kreises, wenn ör 1 = 7,5° und 
cc 2 = 26,25° ist? 

8.31 Das Verhältnis der Seiten (Rauminhalte) zweier Würfel ist anzugeben, wenn sich ihre 
Oberflächen wie 9 : 49 verhalten. 

8.32 Wie verhalten sich die Oberflächen zweier Kugeln mit den Durchmessern d A und d 2 l 
Wie verhalten sich ihre Rauminhalte? 

8.33 Es ist das Verhältnis des Umfanges eines regelmäßigen Sechsecks zum Umfang seines 
umschriebenen (eingeschriebenen) Kreises zu berechnen. 

8.34 In einem kommunizierenden Gefäß befinden sich zwei verschiedene, nicht mischbare 
Flüssigkeiten mit der Dichte p A bzw. p 2 . Es ist das Verhältnis der Höhen der Flüssig¬ 
keitssäulen, bezogen auf die Trennfläche der beiden Flüssigkeiten, anzugeben. 

8.35 . In welchem Verhältnis stehen die kinetischen Energien zweier Körper, wenn der erste 
V doppelt so schwer und halb so schnell ist wie der zweite? ( W= m u 2 / 2) 

8.36k Welcher Maßstab wurde gewählt, wenn eine Strecke von 2,4 km in der Natur auf einer 
Landkarte eine Länge von 48 mm hat? 

8.37 Wie lautet das Mischungsverhältnis A : B, wenn von der Sorte A in der Mischung um 
16% mehr als von der Sorte B verwendet wird? 

8.38 Dichte = Masse : Volumen (p = m : V). 

Es werden 2 Körper A und B vergleichsweise betrachtet. 

a) m A ist um 50 % größer als m B , V A ist doppelt so groß wie V B . 

In welchem Verhältnis stehen die Dichten der beiden Körper? 

b) In welchem Verhältnis stehen die Massen der beiden Körper, wenn V A um 25 % 
kleiner ist als V B und wenn sie die gleiche Dichte haben? 

c) In welchem Verhältnis stehen die Volumina beider Körper, wenn bei gleicher 
Dichte die Masse von A 5mal so groß ist wie die von Bl 


Produktgleichung 


Jede Proportion ist eir Gleichung, daher dürfen Proportionen nach den Regeln der Glei¬ 
chungslehre umgeformt werden. 


a:b = x:y => ay = bx 

Das Produkt der Außenglieder einer viergliedrigen Proportion ist gleich dem Produkt 
der Innenglieder. 


Beweis: Die Proportion a : b = x : y können wir auch schreiben: - 
mit by erhalten wir ay = bx. 


durch Multiplikation 

y 
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BEISPIELE 

1. 3 : 4 = jc : 5 2. (x + 2): (2x-l) = 3 : 5 

4x = 15 5x + 10 = 6x — 3 

x = 3,75 x = 13 


AUFGABEN 

Lösen Sie die folgenden Proportionen: 


8.39 a) 21: 49 = 12 :x 

8.40 a) 48 : 42 = x : 105 

8.41 a) 70 : 56 = jc : 3 

8.42 a) 421: 85 = .y : 17,2 

8.43 a) 84,2 : 0,35 = a : 15,2 

8.44 a) 514 : r = 0,32 : 5,34-10“ 

8.45 a) u: 7,34 = 437:10,5 

8.46 a) 1 x : m 4 = p : m 3 

0 , t 5ö 2a 2 15 c 

8 - 47 a > 77; : -^ = ^ :x 
6 b 3 c 32 b 

8.48 a) (x — 1): (x + 2) = 15 : 30 

8.49 (x — 1): (2 x + 3) = (3 x — 1): (6 x 4-15) 

8.50 Beweisen Sie folgenden Satz: 


b) 15 :x = 65 : 78 
b) 21: 85 = 36 :x 
b) 93 :128,8 = x :30,5 
b) 27 500: 820 = 352 :z 
b) 34,2 :x = 850: 142 
b) t : 857 = 48,7 : 0,63 
b) 52,7 : 736 = c: 39 
b ) 1 c 2 x :ab = cd :a 2 b 
um b b 

c d 

b) (x + 3): (3 x +1) = (2 x — 3): (6 x —16) 


Wenn a :b = x:y gilt, so gilt auch 

a + b x + v ,. 

-=-- b) 

a x 

a + b _ x + y 

a — b x — y 


a) 


c) 


a — b 
a 

ma + nb 


x-y 

X 

ra + sb 


8.51 Am Hebel gilt :F ] -a = F 2 -b. 


mx + ny rx + sy 

Die jeweils fehlende Größe ist zu berechnen: 



F, 

Fi 

a 

b 

a) 

3120 N 

5700 N 

83 cm 


b) 


7600 N 

120 cm 

150 cm 

c) 

80 kN 


2,4 m 

5,6 m 

d) 

830 N 

4300 N 


170 cm 




8.52 Beim Wellrad (z. B. zwei Riemenscheiben fest mit einer Achse verbunden) gilt die Pro¬ 
portion: 

F:Q = r:R 

Berechnen Sie die jeweils fehlende Größe: 



F 

Q 

R 

r 

a) 

320 N 


4,2 dm 

8,2 cm 

b) 

350 N 

1800 N 

53 cm 


c) 


2300 N 

50 cm 

8 cm 

d) 

200 N 

1500 N 


11,5 cm 



x = ? 

































152 


8. Relationen und Funktionen 


8.53 In einem rechtwinkligen Dreieck ist das Verhältnis der Katheten 35 : 42. 
Die Seiten sind zu berechnen: 

a) fl = 12 cm b) b = 2,4 cm c) c = 7,6 dm 

8.54 Auf einer geneigten Straße fährt ein Wagen von 5 t mit 
konstanter Geschwindigkeit u. 


Es ist die Zugkraft bei der Aufwärtsbewegung anzu¬ 
geben (ohne Berücksichtigung der Reibung). 


/AZ 


/(in m) 

h (in m) 


\ 

•»( 

a) 

b) 

130 

130 

12,5 

25 

( 

3 

c) 

760 

102 




8.55 1 Teil Kalk und 2 Teile Sand ergeben nur 2,4 Teile fertigen Mörtel. 
Wieviel Kalk und wieviel Sand braucht man für 3 m 3 Mörtel? 


8.56 Das Neigungsmaß eines Pultdaches soll 1:1,25 betragen. 

Wie hoch wird das Dach bei 11,5 m Hausbreite? 

8.57 Für die Schraubenpresse gilt die Proportion F:Q = h : 2 n I. 

Wie groß ist die Preßkraft Q, wenn die an einer Kurbel von der Länge / = 24 cm an¬ 
greifende Kraft F= 180 N ist und die Ganghöhe h = 8 mm beträgt? 

8.58 Wie hoch ist der Turm, der mittags einen Schatten von 75 m wirft, wenn der Schatten 
einer 2,7 m langen Latte 2,2 m mißt? 


8.59 



Eine Pumpe fördert in 1 sec 450 1 Wasser auf eine Höhe von 27 m. 
Wieviel Liter kann man in 1 min auf h = 17 m heben? 

Ein Kran braucht zum Heben einer Last von 6,7 t auf 10 m Höhe 2,5 min. 
In welcher Zeit kann der Kran 1800kg 16 m hoch heben? 


Fortlaufende Proportionen 


E 


Die fortlaufende Proportion 

fl : b : c = fl!: />,: c A 

ist eine abgekürzte Schreibweise für die drei Proportionen 

fl : b = : 6, a:c = a ] :c^ b : c— b]: 


Beachten Sie: a:b:c:d= fl,: 6, : c,: 

= ka A \kb^\kc\\kd^ k=¥ 0 


BEISPIELE 
1. a:b = \:2 

b:c = 4:5 ist als fortlaufende Proportion zu schreiben. 
Lösung: 

Vorteilhaft schreiben wir: 
a:b =1:2 =2:4 

b:c= 4:5= 4:5 

fl: b : c = 2 : 4 : 5 
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2. a\b = 3:8 
b:c= 4:9 

a\d = 2\ l ist als fortlaufende Proportion zu schreiben. 

Lösung: 

a: b =3:8 =6:16 

b: C = 4:9 = 16:36 

a: d = 2: 7 = 6_: 21 

fl: & : c: J = 6 :16 : 36 : 21 

3. Ein Gewinn von öS 70000,— ist auf 4 Personen im Verhältnis ihrer Einlagen von 
A = öS 40000,—; B = öS 35 000,—; C = öS 25 000,—; D = öS 12 500,— aufzuteilen. Die 
Gewinnanteile sind auf ganze Schilling zu runden. 

Lösung: A erhält a 
B erhält b 
C erhält c 
D erhält d 
a + b + c + d = 70 000 

Der Ansatz für diese Aufgabe ist eine fortlaufende Proportion: 

a:b:c:d = 40000: 35000: 25 000: 12500 a:b:c:d = 16:14:10:5 


Wir führen einen Proportionalitätsfaktor p ein und erhalten: 


a = 16-/7 
^ = 14/7 
c = 10 ■ p 
d= 5 • p 


45 p = 70000 


P = 
P = 


70000 

45 

1555,5556 


24888,889 — 
21777,778 — 
15 555,556 
7777,778 — 


3 Zahlen 
werden aufge¬ 
rundet und 
wir erhalten: 


g = öS 24889,— 
6 = öS 21778,— 
c = öS 15 555,— 
d = öS 7778,- 


69997 


a + b + c + d = ö S 70000,— 


AUFGABEN 


Aus den einfachen Proportionen sind fortlaufende Proportionen zu bilden. 


8.61 

a) fl: b = 3 : 2 

b) m:n= 4:9 

. 3 1 
c) p-q=j-~ 


fl: c =6 : 5 

n:p =3:7 

4 2 




q: r =6 : 5 

8.62 

a) x:y =5:6 

b) jc:z =3:7 

c) x:j; = 0,i : 1,1 


x:z = 2:9 

y:u =2:7 

z:jy =6: 5 


y:u = 15:36 

z:y =5:4 

w: x = 4 : 3 

8.63 

In welchem Verhältnis stehen die Erlöse beim Verkauf zweier Waren A und B, wenn 
von A doppelt soviel verkauft wird wie von B und der Preis von A um 30 % niedriger 


ist als der Preis von Bl 



8.64 

Wie lautet das Mischungsverhältnis A : B, 

wenn in der Mischung von der Sorte A um 


16 % mehr als von der Sorte B verwendet wird? 


8.65 Wie groß ist das Verhältnis des Kassapreises zum Zielpreis, wenn 3 % Skonto (vom 
Zielpreis) gewährt werden? 
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8.66 Die Umsatzsteuer (USt) wird in Prozenten vom Bruttoverkaufspreis exkl. USt be¬ 
rechnet. 

In welchem Verhältnis steht der Bruttoverkaufspreis inkl. USt (Ü) zum Bruttover¬ 
kaufspreis exkl. USt ( V e ), wenn 32 % USt berechnet werden? 

8.67 In welchem Verhältnis steht der Bruttoverkaufspreis exkl. USt ( V e ) zum Nettoverkaufs¬ 
preis (V„), wenn 3 % Skonto und 10 % Rabatt berechnet werden? 

Es ist zu beachten: Bruttoverkaufspreis exkl. USt 

davon wird der Rabatt berechnet und abgezogen 
Zielpreis (rabattierter Preis) 
davon wird der Skonto berechnet und abgezogen 
Nettoverkaufspreis (Kassapreis) 

8.68 In welchem Verhältnis stehen die Verkaufsmengen zweier Waren A und B, wenn der 
Erlös durch den Verkauf von B doppelt so groß ist wie der durch den Verkauf von A 
und wenn der Preis von B um 25 % niedriger ist als der von A ? 

8.69 In welchem Verhältnis stehen die Preise zweier Waren A und B , wenn bei gleichen Er¬ 
lösen von A um 30 % mehr verkauft wurde als von Bl 

8.70 In welchem Verhältnis stehen die Zinsen eines Kapitals zum Kapital selbst, wenn ein 
Zinssatz von 8,4 % p. a. und eine Verzinsungsdauer von 7 Monaten gegeben ist? 

8.71 Ein Kapital wird zu 9 % Zinsen pro Jahr angelegt und nach 8 Monaten inkl. der 
Zinsen wieder abgehoben. Ein gleich großes Kapital wird zu 8 % Zinsen angelegt und 
inkl. Zinsen nach 6 Monaten wieder abgehoben. 

In welchem Verhältnis stehen a) die Zinsen, b) die abgehobenen Beträge zueinander? 

8.72 Ein Kapital K A wurde zu einem Jahreszinssatz von 10 % angelegt. Ein anderes doppelt 
so hohes Kapital wurde zu 8 % p. a. angelegt. 

In welchem Verhältnis muß die Verzinsungsdauer von K 2 zur Verzinsungsdauer von K A 
stehen, wenn die Zinsen in beiden Fällen gleich hoch sein sollen? 


8.6 Direkte Proportionalität 

EINFÜHRENDES BEISPIEL 

Im Physikunterricht wird die Abhängigkeit der Ausdehnung einer elastischen Feder von der 
Zugkraft untersucht. 

Wir erhalten folgende Wertepaare: 


Zugkraft 
Fin N 

Ausdehnung 
Al in mm 

Berechnung 
F/A l in N/mm 

5 

63,2 

0,079 

10 

126,8 

0,079 

15 

188,5 

0,080 

20 

254,3 

0,079 

25 

312,2 

0,080 


Mittelwert = 0,079 N/mm 


Wir erkennen den Zusammenhang: 

F N N 

----^- = 0,079 —- 
A/ mm mm 
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0,079 N/mm ist die Federkonstante D unserer elastischen Feder, es gilt also: 

A I =-jr F A/inmm; FinN 


Das Ergebnis wird diskutiert: 

„Die Ausdehnung ist von der einwirkenden Zugkraft abhängig.“ 

„Es liegen geordnete Wertepaare vor, daher: Al ist eine Funktion von F“ 

„Wenn wir F ändern, dann ändert sich A /.“ 

Nach einer Diskussion wird der letzte Satz geändert auf: 

„Wenn wir F innerhalb eines vom Material der Feder abhängigen Bereichs ändern, dann 
ändert sich auch A /.“ 

Frage: „ Wie ändert sich A l?“ 

„Wenn wir F verdoppeln, dann ändert sich auch A / um das Doppelte.“ 

„Wenn wir F verdreifachen, dann ändert sich auch AI um das Dreifache. Solche Zusammen¬ 
hänge nennt man direkt proportional.“ 

„Diese Funktion wird im kartesischen Koordinatensystem durch Punkte dargestellt, die auf 
einer durch den Ursprung gehenden Geraden liegen.“ 

„Es gibt eine Einschränkung: die Feder darf nicht überdehnt werden.“ 

Wir haben jedem Wert F einen gemessenen Wert AI zugeordnet. 

Wir sprechen daher von einer empirischen Funktion. . ..' 

Eine empirische Funktion kann durch 

■ eine Tabelle, 

■ einen Punktgraphen (die Definitionsmenge besteht ja nur aus wenigen Werten!), 

■ eine Funktionsgleichung, 
dargestellt werden. 

Wir erkennen, daß unsere Meßpunkte (fast) auf einer Geraden liegen. 

Wir zeichnen diese Trägergerade im Bereich 0 N<F<25 N ein. 

Diese Gerade ist die lineare homogene Funktion 

Al = ■ F 0<F<25 A/inmm; FinN; A/in N/mm 


Wir verwenden diese Gleichung als mathematisches Modell für die Ausdehnung einer elasti¬ 
schen Feder. 

„Die mathematische Wissenschaft hat nicht den Zweck, uns über die wahre Natur aufzuklären. 
Ihr Ziel ist es, Gesetze zu verknüpfen, die uns die Erfahrung zwar erkennen läßt, die wir jedoch 
ohne mathematische Hilfe nicht aussprechen können. “ Henri Poincare 

Es gibt viele praktische Probleme, bei denen wir die Funktion y = kx als mathematisches 
Modell anwenden können. 


Wenn zwischen zwei Größen x und y die Beziehung 

y ■ 

II 


besteht, dann sagt man: 


y ist direkt proportional zu x. 


Man bezeichnet k in diesem Zusammenhang als Propor¬ 


tionalitätsfaktor. 

0 


Das Kennzeichen der direkten Proportionalität ist: 

„je mehr, um so mehr“ oder „je weniger, um so weniger“ 


empeiria (griech.) = Erfahrung 
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Statt y = kx schreibt man auch -= k (x > 0 ist hier vorausgesetzt!) 

oder y-i :y 2 =x-i :x 2 und sagt dann: „y und x stehen im direkten Verhältnis zueinander“. 


BEISPIELE 

1. Ein Pkw fährt die 310 km lange Strecke von Wien nach Salzburg in 2 h 50 min. 

Wie lange braucht dieses Auto nach dem 460 km entfernten München? 

Lösung: 

1. Angabesatz: i 310 km.2 h 50 min i 

2. Fragesatz: ▼ 460 km.x h ▼ 

3. Je mehr km, desto mehr Zeit => direktes Verhältnis 
Pfeile gleichgerichtet! 

4. Überschlagsrechnung: 300 km «3h 450 km « 4,5 h = 270 min 

5. Somit ergibt die Proportion: x : 170 = 460 : 310 

x _ 170_460 _ 252 Der pk w braucht von Wien nach München 4 h 12 min. 

310 - 

Diskutieren Sie die Lösung und die Voraussetzungen dieser Aufgabe! 


2. Der Diskont für einen Wechsel mit einer Laufzeit von 96 Tagen beträgt öS 62,40. 

Wie groß ist der Diskont, wenn dieser Wechsel erst 75 Tage vor seiner Fälligkeit 
eingelöst wird? 


Lösung: 

T 96 Tage.öS 62,40 T Je mehr Tage, um so mehr Zinsen 

75 Tage.öS x Verhältnis 


Überschlagsrechnung: 3/4 von 60 = 45 
x: 62,40 = 75: 96 
75-62,40 


96 


-=48,75 


x = öS 48,75 


direktes 


Weitere Beispiele für direkte Proportionalität: 

1. Bei gleichförmiger Bewegung ist der zurückgelegte Weg direkt proportional der 
Zeit: s = u • t 

Der Proportionalitätsfaktor u ist die Geschwindigkeit. 

2. Bei der gleichmäßig beschleunigten Bewegung ist die Kraft direkt proportional 
der Beschleunigung: F= m a 

Der Proportionalitätsfaktor m ist die Masse. 

3. Masse und Volumen eines homogenen Körpers: m=p V 
Der Proportionalitätsfaktor p ist die Dichte. 

1 

4. Stromstärke und Spannung: I=— U 

R. 

Der Proportionalitätsfaktor 1 /R ist der Leitwert, R ist der Widerstand. 
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5. Änderung des Widerstands mit der Temperatur: AR = (x Rq AS 

Der Proportionalitätsfaktor oc, Temperaturkoeffizient des elektrischen Widerstands 
genannt, hat die Einheit °C _1 . 

6 . Teilkreisdurchmesser und Zähnezahl eines Zahnrades: = m ■ z 

Der Proportionalitätsfaktor m ist der Modul. 

7. Preis einer Ware und Menge: P = p m 

Der Proportionalitätsfaktor p ist der Quotient Preis/Menge. 

8 . Einfache Zinsen eines Kapitals und Zeit: Z= - - • t 

F 36000 

Der Proportionalitätsfaktor hat die Bedeutung der Zinsen pro Tag. 


AUFGABEN 

8.73 Die Riemengeschwindigkeit eines Motors {n = 500 U/min) beträgt 6 m/s. 

a) Wie groß ist die Riemengeschwindigkeit bei 650 U/min? 

b) Wieviel Umdrehungen macht der Motor in der Sekunde, wenn die Riemenge¬ 
schwindigkeit 7 m/s beträgt? 


8.74 



^7 


Ein elektrischer Strom mit 1 A Stärke scheidet aus einer Silbernitratlösung in einer 
Sekunde 1,118 mg Silber aus. 

Wieviel Silber wird in 4 Minuten ausgeschieden, wenn 7 = 6,3 A ist? 

Zum Schmelzen von 11 Gußeisen braucht man 3 t Koks. 

Wieviel kg Koks benötigt man für 630 kg Gußeisen? 

Ein Voltmeter mit dem Instrumentenwiderstand R, hat den Meßbereich U x . 

Durch einen Vorwiderstand R v soll der Meßbereich auf U erweitert werden. 

Wie groß muß R v sein? 

Hinweis: 


Die Spannungen an in Reihe geschalteten Widerständen 
verhalten sich wie die Widerstände. 


Bezeichnung: —=« 
Ui 


(Meßbereichserweiterungsfaktor) 



8.7 Indirekte Proportionalität 

EINFÜHRENDE BEISPIELE 

1. Zwei Faktoren ergeben das Produkt 100. 

Welche Abhängigkeit besteht zwischen 
ihnen? 

Aus jc^ = 100 erhalten wir die Funktions- 

, • u 100 

gleichung y =-. 

Wir erstellen eine Wertetabelle: 


X 

l 

2 

3 

4 

5 

10 

100 

y 

100 

50 

33,3 

25 

20 

10 

1 




















L 






V 







20 40 60 80 100 x 
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Der Graph der Funktion mit der Gleichung y = -ist eine gleichseitige Hyperbel. 

2 . In einem Stahlzylinder sind 2 dm 3 Luft bei einem Druck von 1 b eingeschlossen. 
Die obere Begrenzung bildet ein leichtbeweglicher, luftdicht abgeschlossener Kolben. 
Bei konstant gehaltener Temperatur wird der Druck erhöht. Der Zusammenhang von 
Druck und Volumen ist aus der Wertetabelle und dem Bild ersichtlich. 


Druck (in b) 

1 

2 

3 

4 

5 


Volumen (in dm 3 ) 

2 

1 

0,67 

0,5 

0,4 



In der Wärmelehre ist es üblich, p-Werte 
auf der Ordinatenachse aufzutragen. 

Wenn wir die Produkte der untereinander¬ 
stehenden Werte der Tabelle betrachten, 
sehen wir, daß die Beziehung besteht 

2 

p ■ V= 2 oder p = — 

Allgemein lautet das Gesetz für den Zu¬ 
sammenhang von Druck und Volumen bei 
konstanter Temperatur (Boyle-Mariotte- 
sches Gesetz): 

C 

p • V— C oder p = — 


P 

5 

4 

3 

2 


1 


0 


2 


V 



Wir sagen: Der Druck ist indirekt proportional dem Volumen. 


Wenn zwischen zwei Größen x und y die Be¬ 
ziehung 



besteht, dann sagt man: 

y ist indirekt proportional zu x. 
C ist der Proportionalitätsfaktor. 



Das Kennzeichen der indirekten Proportionalität ist: 

„je mehr, um so weniger“ oder „je weniger, um so mehr“ 

C 

Statt y = — (x>0 ist hier vorausgesetzt!) schreibt man auch y x = C oder 

Ti : y 2 ~ x 2 - Xi und sagt dann: „y und x stehen im indirekten Verhältnis zueinander“. 


Bei der direkten Proportionalität sind 
alle Quotienten entsprechender Maß¬ 
zahlen gleich. 

X, x-. 


Bei der indirekten Proportionalität sind 
alle Produkte entsprechender Maß¬ 
zahlen gleich. 

*i y\ = x 2 y 2 = . • • = C 
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BEISPIELE 

3. 5 Arbeiter brauchen zum Ausbau einer Halle 8 Arbeitstage. 


Wie lange brauchen 4 Arbeiter? 

Lösung: 

1. Angabesatz: i 5 Arbeiter.8 Tage 

2. Fragesatz: t 4 Arbeiter.x Tage 


3. Je weniger Arbeiter, um so mehr Tage => indirektes Verhältnis 
Pfeile entgegengesetzt gerichtet! 

4. Überschlagsrechnung: 8 Tage • 5/4 =10 Tage 
x : 8 = 5 : 4 

x = 10 4 Arbeiter brauchen 10 Arbeitstage. 

Diskutieren Sie die Lösung und die Voraussetzungen dieser Aufgabe! 

Weitere Beispiele für indirekte Proportionalität: 

1. Fahrzeit und Geschwindigkeit: t — — 

u 

M 

2. Kraft und Länge des Hebelarms: F=y 

C 

3. Umdrehungszahl und Zähnezahl: n= — 

z 

A 

4 . Arbeitszeit und Anzahl der Arbeiter: t = — 

n 


AUFGABEN 

8.77 In einer Sauerstoffflasche vom Inhalt V=50 1 befindet sich das Gas unter einem Druck 
von 12 MPa. Wieviel Liter lassen sich bei einem Arbeitsdruck von 0,18 MPa ent¬ 
nehmen? (konstante Temperatur) .. 3 

8.78 Wie groß ist der Durchmesser einer Riemenscheibe zu wählen, die 120 U/min machen 
soll, wenn die Triebwerkswelle mit 270 mm Durchmesser 160 U/min macht? 
( d , :d 2 = n 2 : «i) 

i8.79 i Wie groß ist die Fläche des Pumpenkolbens einer hydraulischen Presse, wenn der 

)_J Preßkolben 120 cm 2 Fläche hat, die Kraft am Pumpenkolben 500 N und jene am Preß- 

kolben 15000 N beträgt? (F, :A, = F 2 :A 2 ) 

8.80 Wie groß ist die Geschwindigkeit des Wassers in einem Rohrabschnitt von 400 mm 
lichter Weite, wenn sie in einem 520 mm weiten Rohrabschnitt desselben Rohres 
1,35 m/s beträgt? (i>! :v 2 = A 2 :A A = d\: d\) 

8.81 In einer Stromverzweigung liegen die Widerstände ^ = 130 und R 2 = 23Q parallel. 
Wie groß ist die Stromstärke in der zweiten Leitung, wenn 1^ — 7,2 A ist? 
(Kirchhoff-Gesetz: Die Zweigstromstärken verhalten sich umgekehrt wie die Zweig¬ 
widerstände.) 

8.82 Ein Amperemeter mit dem Instrumentenwiderstand R, hat den Meßbereich J . Durch 
einen Nebenwiderstand R„ soll der Meßbereich auf / erweitert werden. 

Wie groß muß R n sein? 


Anleitung: V x =p 2 V 1 =p 2 (x + 50) 
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Hinweis: 

In parallel geschalteten Widerständen verhalten sich die 
Stromstärken umgekehrt wie die Widerstände. 

Bezeichnung: — = n (Meßbereichserweiterungsfaktor) 

h 


o 



8.83 Von zwei ineinandergreifenden Zahnrädern hat das eine 45, das andere 80 Zähne. 

Wie viele Umdrehungen macht das kleinere Rad, wenn das größere 180 U/min macht? 

8.84 Zwei ineinandergreifende Zahnräder haben 24 bzw. 16 Zähne. 

Wie viele Umdrehungen in 30 s macht das zweite Rad, wenn sich das erste in 18 s 
25mal dreht? 


8.8 Die Potenzfunktion y = x 2 3 + n und 
die reinquadratische Gleichung x 2 = a 


0 


Wir betrachten den Graphen der Funktion 
y = x 2 + n (n eU) 

Wir wählen n= 0, +2, —2. 


Die Graphen dieser Funktionen sind Grundparabeln, 
die um n Einheiten aus der Ursprungslage nach oben 
oder unten verschoben sind, je nachdem ob n ^0 ist. 


Die Achse der Parabeln ist die ^-Achse, ihre Scheitel 
haben die Koordinaten 0 und n : (0|«). 


Die Nullstellen der Funktion y = x 2 + n sind die Lö¬ 
sungen der Gleichung x 2 + n= 0. 

Gleichung x 2 = 0 x 2 — 4 = 0 x 2 + 4 = 0 

Zugeordnete 

Funktion y = x 2 y = x 2 — 4 y = x 2 + 4 



Die Gleichung x 2 = a xeU, ögR 

bezeichnet man als reinquadratische Gleichung in der Gleichungsvariablen x. 


EINFÜHRENDE BEISPIELE 

1. x 2 = 0 

x = 0 befriedigt die Gleichung x 2 = 0, daher L = {0| . 

2. x 2 = 1 

x = 1 und x= — 1 befriedigen die Gleichung x 2 = l, daher L = {1, —1} . 

3. x 2 = 10 

x = +1/TÖ" und x = — VTcT befriedigen die Gleichung x 2 = 10, 
daher L = {]/TÖ^, — ^JvS } . 
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Die Gleichung x 2 = a ist in U nur dann lösbar, wenn a ^0 ist. 
Ist a> 0, so gibt es zwei Lösungen: x^ = +][a x 2 = —^fä 

L = {+ yä, — ][ä } 

Ist a = 0, so gibt es eine Lösung: X! = 0 

L = {0} 

Ist a< 0, so gibt es keine Lösung: 

L = { } 



Um die Lösungen einer quadratischen Gleichung graphisch zu ermitteln, zeichnen wir zu¬ 
nächst den Graphen der zugeordneten quadratischen Funktion. Die Abszissen der Schnitt¬ 
punkte der Parabel mit der x-Achse sind die gesuchten Lösungen. 





Wegen der Zeichenungenauigkeit erhält man im allgemeinen nur Näherungswerte! 
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AUFGABEN 

8.85 Lösen Sie die folgenden Aufgaben graphisch: 

a) y = x 2 — 5 b) ^ = x 2 + 3,5 c) y = x 2 — 8 


Berechnen Sie aus den folgenden Gleichungen die jeweils gefragte Variable. 


8.86 

a) 


d= ? 

b) 

W-— 

2 

V = ? 

8.87 

a) 

_ 16 M 
nb 2 h 

b= ? 

b) 

~ v m 2 

2 <jF= — rco 2 

2 

0) = ? 

8.88 

a) 

W= Ä(ppFu 2 

u= ? 

b) 

A ~7~? 3a2 = 0 

0 / 

a = ? 


8.89 Die Katheten eines rechtwinkligen Dreiecks verhalten sich wie 4 : 3. 

Wie lang sind sie, wenn die Hypotenuse 275 cm mißt? 

8.90 Der Umfang eines Quadrats beträgt 80 cm. Berechnen Sie d. 

8.91 Wie lang ist die Raumdiagonale eines Quaders, dessen Seiten a=l cm, b = 9 cm und 
c = 12 cm betragen? 

8.92 Von einer Papierrolle mit dem Außendurchmesser ^ = 1,20 m und dem Hülsendurch¬ 
messer d 2 = 0,20 m soll ein Drittel des Papiers abgewickelt werden. 

Bei welchem Rollenradius p ist dies der Fall? 

8.93 Zwei Körper A und B bewegen sich gleichförmig vom Scheitel eines rechten Winkels 
auf dessen Schenkeln mit den Geschwindigkeiten ^ = 4 m/s bzw. u 2 = 3 m/s. 

Nach wieviel Sekunden sind sie 70 m voneinander entfernt? 

8.94 Auf den Schenkeln eines rechten Winkels bewegen sich zwei Körper A und B vom 
Scheitel weg mit den Geschwindigkeiten y, und u 2 — 2 i^. 

A beginnt seine Bewegung 5 Sekunden früher als B. 

Wie groß sind die Geschwindigkeiten der beiden Körper, wenn sie 5 Sekunden nach 
Abgang von B 89 m voneinander entfernt sind? 

8.95 In welcher Zeit fällt ein Stein 82 m? (g = 9,81 m/s 2 ) 

8.96 Mit welcher Geschwindigkeit muß man einen 
Körper in die Höhe werfen, damit er die Steig¬ 
höhe H = 50 m erreicht? 

8.97 Wie groß ist die Spannweite eines kreisförmigen 
Brückenbogens, wenn der Radius r = 32m und 
die Pfeilhöhe/=2,lm betragen? 
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8.9 Umkehrrelation und Umkehrfunktion 


EINFÜHRENDE BEISPIELE 

1. Gegeben sind die Mengen A = {0, 1} und B = {5, 3}. 

Für die Relation R ={0; 5), (1; 3)} ist A die Definitionsmenge und B die Wertemenge. 
Wir vertauschen die Komponenten der geordneten Paare und erhalten so eine neue 
Relation, nämlich R -1 = {(5; 0), (3; 1)}. .. - 1 

Wir bezeichnen R _1 als Umkehrrelation zur ursprünglichen Relation R. 

Für die Umkehrrelation R _1 ist A die Wertemenge und B die Definitionsmenge. 

Wenn R eine Relation von A nach B ist, dann ist R -1 eine Relation von B nach A. 


2. R = {( w; g) | g = Gegenseite des Winkels w} 

R -1 = {(g; w) | w = Gegenwinkel der Seite g} 
Ausführlich: 

R ={(a;aUß;bUr;c)} 

R-' = {(a;ct) 9 (b;ß);(c;y)} 

Jedem Winkel liegt genau eine Seite gegenüber, 
jeder Seite liegt genau ein Winkel gegenüber, 

R und R _1 sind daher Funktionen. 

R _1 ist hier die Umkehrfunktion von R. 

3. A— {fli, a 2 , a 3 } ist eine Menge von Kindern. 

B = {b u b 2 } ist eine Menge von Erwachsenen. 

Eine Relation R ist: 

R ={{a; b) \ a ist Kind von b; D = A; W= B} 



A B 

"ist Kind von“ 


Die Umkehrrelation R 1 ist: 



A B 

ist Elternteil von“ 


Da die Definitionsmenge üblicherweise links steht, 
vertauschen wir die Seiten und erhalten für R -1 : 
R~' = {(b; a) | b ist Elternteil von a; D = B; W=A} 


B A 

"ist Elternteil von" 



R -1 wird gesprochen: R hoch minus eins 
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Um die Umkehrrelation R~ 1 einer Relation R zu erhalten, gehen wir folgendermaßen 
vor: 

1. Wir vertauschen bei allen geordneten Paaren von R die erste und die zweite 
Komponente. 

2. Wirsetzen D(R~')=W(R). 

3. Wirsetzen W{R “0 = D (R). 


Für die weiteren Ausführungen 



ist wichtig: 

Geometrisch be¬ 
deutet die Vertau¬ 
schung von xund y 
die Spiegelung des 
Graphen an der 
Winkelsymmetralen 
des 3. und des 1. 
Quadranten, also 
an der Geraden 
y = x. 



Funktionen sind spezielle Relationen, nämlich eindeutige Relationen: 

Jedem Wert x der Definitionsmenge ist genau ein Wert der Wertemenge zugeordnet. 




Wenn die Umkehrrelation einer Funktion / auch eine Funktion ist, so sprechen wir von 

der Umkehrfunktion / -1 . 

Man sagt in diesem Fall:/ist eine umkehrbare Funktion. 




Diese Funktion ist umkehrbar. 

Jeder ^-Wert ist genau einem 
x-Wert zugeordnet. 


Diese Funktion ist nicht um¬ 
kehrbar. 

Es gibt j>-Werte, die mehr als 
einem x-Wert zugeordnet sind. 
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Eine Funktion ist genau dann umkehrbar, wenn jedem x der Definitionsmenge genau ein 
y der Wertemenge entspricht und umgekehrt. 


BEISPIELE 


1 . 


Die Umkehrfunktion der Funktion y = x 2 ist zu ermitteln. 


a) Definitionsmenge D = R 
Lösung: 



b) Definitionsmenge D = R + 



R ist eine Funktion; jedem x-Wert ist genau ein >>-Wert zugeordnet. 


R -1 ist keine Funktion: Allen posi¬ 
tiven x-Werten sind jeweils zwei 
>>-Werte zugeordnet. 


Auch R ist eine Funktion! 

Jedem Wert aus R + ist genau ein Wert 
j^gIR + zugeordnet. 


Beachten Sie: 

R={(x;y)\y = x 2 ' D = R\ W=R + } R={( X ;y)\y = x 2 ; D = \ R + ; IE=R + } 

1. x und y vertauschen und D und W vertauschen 
x = y 2 D = R+ W=R x=y 2 D = R + W=R + 

2. Gleichung nach y explizit auflösen 
y = +-ß V y = -]fx y=]fx 

Somit: 

R~' = {(x\y)\y= +]/x v y= - fx\ R ~ 1 = {(*; y) | y = fx ; D = H / =IR + } 

D - R + ; W = R} 


IF=IR + enthält keine negativen Zahlen. 
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2 . x 

X 2 

0 

0 

1 

1 

2 

4 


ist sowohl eine Darstellung von 

f: x^x 2 D = {0,1,2} 

als auch von 

f~ u . x^]/x D = {0,1,4} 


3. Die Gleichung der Umkehrfunktion der Funktion f: y = 3 x — 1 ist zu bestimmen. 
Oft genügt es, nur die Bestimmungsgleichung einer Funktion zu betrachten. 


In diesem Fall kann die Umkehrfunktion (falls sie existiert) folgendermaßen ermittelt 
werden: 


^ 1. In der Zuordnungsgleichung von/ werden x und y vertauscht. 

2. Die so erhaltene Zuordnungsgleichung von /“' wird (wenn möglich) auf die 
Form y =. . .. gebracht. 

3. Den Graphen der Umkehrfunktion / -1 erhält man, indem man den Graphen 
der Funktion /an der Geraden y = x spiegelt. 


Lösung: 

1. x = 3y — ! 


/- 1 : 




AUFGABEN 

8.98 Bilden Sie die Umkehrrelation von 

a) {(*;.y)l.y = * 3 } b) {(*; j>)|>> = x 4 } c) {(x;y)\y = |*|} 

d) y = sin x e) y = cos x f) y = tan x 

mit D =] — 2tc; 2ti[ und stellen Sie diese graphisch dar. 


8.99 Bilden Sie jeweils die Umkehrfunktion der gegebenen Relation und stellen Sie diese 
graphisch dar. 

a) {(a;x),(b;y),(c;z)} b) {(1; E), (2; F)} 

c) {( — 5; 1), ( — 3; 2), ( — 1; 3)} d) {(4; *), (5; 0), (6; +),(9; -)} 


3x 

e) y = ~2 ' 


%)y = ~ 


f) y= -y* + 2 

h) y = A 










9. Lineare Gleichungen und Ungleichungen 
in mehreren Variablen 


Nach dem Durcharbeiten dieses Abschnitts werden Sie folgendes können: 

■ die Begriffe homogene lineare Gleichung, inhomogene lineare Gleichung und Lösungsmenge einer 
linearen Gleichung in zwei Variablen erklären; 

■ eine lineare Gleichung in zwei Variablen graphisch lösen; 

■ die verschiedenen Formen der Geradengleichung ineinander überführen; 

■ die Gleichung einer Geraden durch zwei gegebene Punkte aufstellen; 

■ den Begriff System von zwei linearen Gleichungen in zwei Variablen erklären; 

■ die Lösungsmenge eines Systems von zwei linearen Gleichungen in zwei Variablen graphisch be¬ 
stimmen; 

■ die Begriffe Koeffizientenmatrix und erweiterte Matrix erklären; 

■ die Lösungsverfahren Substitutionsmethode, Methode der gleichen Koeffizienten, Gauß- 
Algorithmus und Determinantenmethode erklären; 

■ Systeme von zwei linearen Gleichungen in zwei Variablen lösen; 

■ Systeme von drei linearen Gleichungen in drei Variablen lösen; 

■ Äquivalenzumformungen von linearen Ungleichungen angeben; 

■ entscheiden, ob Ungleichungen äquivalent sind; 

■ lineare Ungleichungen in einer Variablen identifizieren; 

■ lineare Ungleichungen und Systeme von linearen Ungleichungen lösen; 

■ Probleme, die auf lineare Ungleichungen führen, durch ihr mathematisches Modell darstellen 
und lösen. 


Bezeichnungen: 

a, b, c, d, . .. sind Konstanten, 

x, y, z sind Gleichungsvariablen (Lösungsvariablen, auch Unbekannte genannt). 

Wenn nicht ausdrücklich anders angegeben, so wollen wir die Variablen als Symbole für 
reelle Zahlen betrachten. 


9.1 Eine lineare Gleichung in zwei Variablen 


Jede Aussageform von der Gestalt 

ax-\-by = c 

bezeichnet man als lineare Gleichung in den Variablen x und y. 

Wenn c = 0 ist, so heißt die Gleichung homogen. 

Wenn c 4=0 ist, so heißt die Gleichung inhomogen. 

Die Menge dieser geordneten Paare aus G, die die gegebene Gleichung befriedigen, 
heißt Lösungsmenge L der Gleichung ax + by = c. 

Wir schreiben: L = {(x; y) \ ax + by = c). 


Die Gleichung ax + by = c lösen heißt, aus der vorgegebenen Grundmenge G alle geord¬ 
neten Zahlenpaare (x;_y) auswählen, die die Aussageform ax-\-by = c in wahre Aussagen 
überführen. 

Wir können eine lineare Gleichung in zwei Variablen auch als implizite Form der Geraden¬ 
gleichung betrachten. 
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(x; y ) erfüllt die Gleichung 

ax + by = c y = kx + d 

ist äquivalent mit 

P(x; y) liegt auf der Geraden 

ax + by = c y — kx-\-d 

ax + by = c heißt Normalform oder implizite Form der Geradengleichung; 
y = kx 4- d heißt Hauptform oder explizite Form der Geradengleichung. 


Durch ax +by = c können alle Geraden der x, jy-Ebene dargestellt werden. 

Durch y = kx 4- d können nur die nicht zur j^-Achse parallelen Geraden dargestellt werden. 


Der Zusammenhang zwischen der Normalform und der Hauptform ist 

gegeben durch: 


ax + by = c 


y= ~~b x+ ~b 
y = kx + d 



(b* 0 ) 


BEISPIELE 

1. Wie lautet die Gleichung der Geraden durch die Punkte 
Pi(l|- 2 ) und P 2 (3|5)? 

Lösung: y = kx 4- d 

PA 11 —2) -2 = k+d)k = ~- d=-^~ 

Pi (315) 5 = 3Ä: + rf| y = 

Wir multiplizieren diese Gleichung mit 2 und erhalten 
2y = lx — 11 und somit die implizite Form Ix — 2y — 11=0. 



3 x 


2. Wie lautet die Gleichung der Geraden, die durch 
den Punkt Q (413) geht und normal zur x-Achse ist? 
Lösung: 

Diese Gerade ist die Relation 
{(x; _y)|x = 4 a y e IR}. 

Ihre Gleichung lautet somit: x = 4 

Dies ist die Gleichung einer Relation, aber keine 
Funktionsgleichung. Dem x-Wert 4 werden durch 
diese Gleichung unendlich viele jy-Werte zuge¬ 
ordnet. 


y- 


3 

. 

> Q(4I3) 

2- 

-] 


x=4 




-1 0 

12 3' 

, , 

1 5 x 

-1 

1 



AUFGABEN 

9.01 Wie lautet die Gleichung der Geraden durch 

a) R (713), £ (411) b) D(2|-6), £(-8|-6) c) P, (812), P 2 (417) 

9.02 Wie lautet die Gleichung der Geraden, wenn gegeben sind: 

a) a! (5 1 0) ; k= — 2 b) />( —4|2); jfc-1,5 c) M(-2,5 17,3); k = 1,7 
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9.03 Wie lautet die Gleichung der Geraden, wenn 
folgende Achsenabschnitte gegeben sind: 

a) c = 4; d = 5 

b) c = — 3; d=-2 

c) c = 5,5; d = 4,2 

d) c= — 72; </ = 9,5 

9.04 Zeichnen Sie folgende Geraden: 

a) y = 0,2 x + 2 b)y= —1,8 x+ 3 

d) y = 2 e) x = 2 

9.05 Gegeben ist das Dreieck A B C [A (216); B (101 - 3); C (112)]. 

Wie lauten die Gleichungen der Dreieckseiten? 

9.06 Führen Sie die folgenden Gleichungen in die Hauptform über: 

a) 3x — 2y 4-12 = 0 b) — 4x + 3 y = 30 c) Ix — 14y + 21 = 0 

9.07 Führen Sie die folgenden Gleichungen in die Normalform über: 
a) 4= ~\ x ~ 2 b) y= - x+ 4 c) y=-2x + Y 



c) y= —2,5 x — 4 
f) x = 0 


9.2 Systeme von zwei linearen Gleichungen in zwei Variablen 

EINFÜHRENDE BEISPIELE 

In den folgenden drei Beispielen lösen wir die vorgegebenen Gleichungssysteme graphisch. 
Dem Gleichungssystem entsprechen die Geraden g, und g H . Der Lösungsmenge L = L x n L,, 
entspricht {5'} = g I n g n , wobei S der Schnittpunkt der Geraden g, und g,, ist. 



L 

(I) x+y = 2 

(II) x — y = 2 

2 . 

(I) x+y = 2 

(II) x + y = 4 

3 . 

(I) *4- y = 2 

(II) 2x + 2 r = 4 


y' 

2^ 


4 


\3 



1 - 

N \s \/ 


\9„ 

2^ 

1 

\9i s 9 m 


-1 0 

l/2\3 4 x 


\ß< \ 




-1 ■ 

/ gNv 

1 


-1 o 

1 2\3 x 


-2/ 

-1 o 
-1 

1 2\3 4\x 



Gleichun¬ 

gen 

linear unabhängig und 
widerspruchsfrei 

widersprüchlich 

linear abhängig 

Anzahl der 
Lösungen 

genau eine 

keine 

unendlich viele 

Lösungs¬ 
menge L 

{(2; 0)} 

{} 

{(x;y)lx+y = 2j 

graphisch 

genau ein Schnitt¬ 
punkt S 

kein Schnittpunkt; 
gi llgu 

unendlich viele ge¬ 
meinsame Punkte; 
gi = gn 
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AUFGABEN 

9.08 Lösen Sie die folgenden Gleichungssysteme graphisch. 

3 

a) x + y = l b) 2 x — y = 1 c) y = -x 

x—y = 1 x + 2y = 8 2x — y = 2 


d) x = 2 
y = x — 1 




Für lineare Gleichungssysteme gibt es verschiedene numerische Lösungsverfahren, die im 
folgenden behandelt werden. 

Für die weiteren Ausführungen ist der Begriff äquivalente Gleichungssysteme wichtig. 

Man bezeichnet zwei Gleichungssysteme als äquivalent, wenn sie bezüglich einer Grund¬ 
menge dieselbe Lösungsmenge haben. 


Alle Umformungen, die ein Gleichungssystem in ein äquivalentes System überführen, nennt 

man Äquivalenzumformungen. 


Einsetzungsverfahren (Substitutionsmethode) 

Wir isolieren eine Variable durch Äquivalenzumformungen in einer Gleichung (wir 
„drücken die eine Variable durch die andere aus“) und setzen den so gefundenen Term 
in die andere Gleichung ein. Es liegt dann eine Gleichung in einer Variablen vor, die in 
bekannter Weise gelöst wird. 


BEISPIEL 

Das folgende Gleichungssystem ist zu lösen: 

(I) 5x + 3 + = 30 

(II) 2x — y= 1 

Lösung: 

Der einfachste Koeffizient ist jener von y in der zweiten Gleichung. 
Wir bringen daher (II) auf die explizite Form bezüglich y: 
y=2 x-l 

Wir setzen für y den äquivalenten Term 2x —1 in (I) ein und erhalten: 
5x + 3(2x-l) = 30 
11 x = 33 
x = 3 


Zur Ermittlung von y wird am einfachsten in der Substitutionsgleichung y = 2x —1 die 
Variable x mit der Lösungszahl 3 belegt. 

+ = 2-3-1 

y = 5 x = 3; y = 5. 


Wir hätten 3 für x selbstverständlich auch in (I) oder (II) einsetzen können. 

Die Probe erfolgt durch Einsetzen des Wertepaars (3; 5) in beide Eingangsgleichungen 1 . 


L] = 5-3 + 3-5 = 15 + 15 = 30 = Rj 1 
L 2 = 2• 3 — 5 = 6-5 = 1 = R 2 J 


Li — R} a L 2 — R 2 


Es wurden nur Äquivalenzumformungen vorgenommen! 
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Eliminationsverfahren * 1 (II) 


Eine oder beide Gleichungen werden mit geeigneten Zahlen so multipliziert, daß bei der 
Addition bzw. Subtraktion der neu entstandenen Gleichungen eine Variable wegfällt. 
Wir erhalten so eine Gleichung in einer Variablen. 


BEISPIELE 

1. (I) 2x — \2y = 21 

(II) 9x + 17^ = 46 

Lösung: 

Um die Variable x zu eliminieren, multiplizieren wir Gleichung (I) mit 9 und Glei¬ 
chung (II) mit 2. 

(I) 18 x —117j> = 243 ( —) Das Zeichen ( —) neben der Gleichung (I) bedeutet: 

(II) 18x + 34 j; = 92 wir subtrahieren die Gleichung (I) von der Glei¬ 

chung (II). 

151 >>=-151 => y=- 1 
(L) 2x = 27 + 13.y 

= 27-13 => x = 7 x = 7; y=- 1 

Probe: 

L 1 = 2*7-13(-1) = 27 = R 1 l 2 = 9-7 + 17(-1) = 46 = R 2 L, = R, a L 2 = R 2 


2 . 


Das System 

(I) 2,52 x — 3,17 y = 8,94 

(II) 5,28 x + 2,78 y = 6,36 ist mit Hilfe des Taschenrechners zu lösen. 


Wenn man einen Taschenrechner mit mehreren Speichern hat, dann wird man die 
Zwischenresultate natürlich abspeichern und bei Bedarf aufrufen. Man wird in diesem 
Fall mit allen verfügbaren Stellen rechnen, bei Zwischenergebnissen jedoch nur 
wenige Stellen aufschreiben. 

Das Ergebnis ist bei technischen Berechnungen auf eine dem Problem entsprechende 
Genauigkeit zu runden! 

Wenn man einen Taschenrechner mit nur einem Speicher hat, so schreibt man zweck¬ 
mäßigerweise die Zwischenergebnisse mit der erreichbaren Genauigkeit an. 


Lösung: 

5 28 

(II) —(I) y“^ ergibt eine Gleichung in y. 

C (2,78 + C • 3,17) v = 6,36 - C • 8,94 

2,52 

2,52 x = 8,94 +3,17 >> 


Probe: L 1 = 8,94=R 1 
L 2 = 6,36=R 2 


Lj = R] a L 2 = R 2 


y=— 1,3130 
x = 1,8959 

x = 1,8959; y= -1,3130 


Die hier verwendete Methode heißt Gauß-Algorithmus. 


1 Auch Additions- und Subtraktionsverfahren oder Methode der gleichen Koeffizienten genannt; 
eleminare (lat.) = über die Schwelle bringen. 
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3. Das Gleichungssystem 

(I) 5,46 r + 8,7 5 = 53,6 

(II) —9,3 r +4,8 5 = 16 ist mit dem Taschenrechner zu lösen. 

Lösung: 

9 3 

(II) H- (I) • — ergibt eine Gleichung in 5. 
o n 5,46 

(4,8 + C- 8, 7)5 = 16+ C-53,6 

’ 5 = 5,4691 Probe: L,-53,6 = R, 

5,46 r = 53,6 — 8,7 5 L 2 = 16 =R 2 

r = 1,1023 

r = 1,1023; 5 = 5,4691 


4. Die Summe zweier Zahlen ist 50, ihre Differenz 24. 

Wie heißen diese Zahlen? 

Lösung: Die 1. Zahl sei x, die 2. Zahl sei y. 

Aus jc+j> = 50 

x—y = 24 folgt 2.x = 74 x = 37 und y — 50 — x y = 13 

Die gesuchten Zahlen sind 37 und 13. 


Determinantenmethode 


Man kann Gleichungssysteme übersichtlicher behandeln, wenn man die Begriffe „Matrix“ 
und „Determinante“ einführt, die aus der technischen und wirtschaftlichen Praxis nicht 
mehr wegzudenken sind. 


Das rechteckig angeordnete Zahlenschema 

■ auch G 7 3 ) 


1 

2 

5 

6 

7 

3 


besteht aus der 1. Zeile 

/I 


1. Spalte 


(1 2 5) 

/2 

der 2. Spalte 


geschrieben, 

und aus der 2. Zeile 

i 


(6 7 3) bzw. der 


und der 3. Spalte 


Dieses Zahlenschema nennt man eine 2,3-Matrix. 


Allgemein schreibt man für eine 
2,3-Matrix z. B.: 2,2-Matrix z. B.: 

^ _ /«n «12 «i3\ ß _ (b n ^i2\ 

\«21 «22 «23/ \^21 ^22/ 

Die Elemente der Matrizen haben einen zweifachen Index. 
Der 1. Index gibt die Zeile an, der 2. Index die Spalte. 

a 2 3 steht in der 2. Zeile und in der 3. Spalte der Matrix A. 



1. 

Spalte 

2. 

Spalte 

3. 

Spalte 

1. Zeile 

All 

«12 

«13 

2. Zeile 

«21 

«22 

«23 

3. Zeile 

«31 

«32 

«33 


a 23 wird gesprochen: „a zwei drei“. 
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Der quadratischen Matrix A = ( ün fll 2 j, also einem Zahlenschema, ordnet man den 

\«21 022 / 

Term a n a 22 — a n a 2 ^ zu, den man als Determinante der Matrix A bezeichnet und für den 
man 


schreibt 1 . 


det(3) = 0,1 


«12 I 

«22 I 


I «11 «12 

I «21 «22 


«11 «22 — «12 «21 


Der Wert einer zweireihigen Determinante — einer Determinante 
zweiter Ordnung — ist gleich der Differenz aus dem Produkt der 
Elemente der Hauptdiagonale und dem Produkt der Elemente der 
Nebendiagonale. 


«uv 

N «22 

Hauptdiagonale 

/ «12 

«21 

Nebendiagonale 


BEISPIELE 

1. Der quadratischen Matrix ^ 

I 2 1' 

- 5 3 


2 1 
- 5 3 


= 2-3 —!•(—5) = 11. 


2. Der quadratischen Matrix 

II - 11 

L 3 =l-3 + l-2 = 5. 


G -5) 


entspricht die zweireihige Determinante 


entspricht die zweireihige Determinante 


AUFGABEN 


9.09 


Berechnen Sie den Wert der folgenden Determinanten: 


110 21 

. | 3 

6 

m 

oo 

o 

b) | — 5 

— 7 1 

C) 30 - 9 



Wir zeigen nun, wie man ein lineares Gleichungssystem mit Hilfe von Determinanten lösen 
kann. 


Gleichungssystem 

Koeffizientenmatrix A 

Erweiterte Matrix A eny 

2x + y = 4 

( 2 h 

/ 2 1 4 \ 

— 5 x + 3y = ^ 

1-5 3j 

1-5 3 l) 

« 11 *+ « 12T = G 

/ «11 « 12 \ 

/ «11 «12 CÄ 

« 2i x + a 22 y = c 2 

\ «21 « 22 / 

\ «21 «22 C 2 ] 


Koeffizientendeterminante D = det (A) 

ß-M 3 I = 2-3 - 1 (-5) = 11 


D = det ( A) = 


«ii 

«21 


«12 

«22 


«11 «22 — «12 «21 


determinieren (lat.) = bestimmen, entscheiden 
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D x 

Für die Lösungen x und y gilt: x = —-— 


y = 


D 


Wir brauchen noch die Zählerdeterminanten D x und D v : 
Man erhält D x = 



G 

a n 


an 

ü\ 2 

= 


= c A a 22 — a n c 2 , wenn man in D = 



C 2 

a 22 

a 2 \ 

a 22 


die x-Spalte 1 


durch die dritte Spalte von A erw , also durch Cl , ersetzt. 

G 


Man erhält D v = 


a n Cj 
a 2 1 c 2 


= a u c 2 — c ! a 2 !, wenn man in D = 


a u a u 
a 2 \ a 22 


die y-Spalte : 


durch die dritte Spalte von A erw , also durch , ersetzt. 

c 2 


«21 


a 12 
a 21 


Wir erhalten: 

A 11 , 

x = ~d= TT = 1 

D, 22 „ 

y = ~d = =1 

Es gilt der Satz: 


D x 


y = - 


C\ a 22 ~ a n c 2 
a U Ü22 — a \2 a 21 
a u c 2 — Cj a 2] 
a \\ a 22 — a \2 a 21 


Das inhomogene lineare Gleichungssystem 

a u x+ a n y= ^ 
a 2 ]X+ a 22 y = c 2 

ist genau dann eindeutig lösbar, wenn die Koeffizientendeterminante 

n _ I flu a n I 


In diesem Fall gilt die Cramer-Regel 3 : 

D x 
X ~ D 


I «21 a 22 


= 1=0 ist. 

D v 

y= ~D 


BEISPIELE 


1 . 


x+ y = 3 


2x — 3y= —12 


2x + 3y = 8 


5x+7y= -1 


D = | ^ 3 | 

= 1 

12 -3 1 

Hs t |= 29 


D - 1 3 M 

• v — | 8 3 1 

=9-8=1 

D J - 12 - 3 | = 

' |-1 7| 

— 84 —3 = —87 

D - I 1 3 | 
y | 2 8 | 

= 8 - 6=2 

O = I 2 - 12 | = _ 

1 | 5 -1 | 

2 + 60 = 58 

D x 1 i 

"“r 1 

Dy 2 0 

y= v = r 2 

D x -87 , 

X = ~D=~^ 

Dy 58 0 
y D 29 

x = 1; y = 2 


x=-3; y = 2 



1 Spalte der Koeffizienten von x 2 Spalte der Koeffizienten von y 

3 Dieses Verfahren stammt von G. W. Leibniz (1646—1716) und ist nach Gabriel Cramer (1704—1752), 
der es in der Literatur einführte, benannt. 
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3. Die Losungsmenge des Systems x:y = 4\l . . ... , 

c J . / > 0 ist zu ermitteln. 

3x —2y = 18 

Lösung: 

Wenn eine Gleichung des Systems eine Proportion ist, so führt man eine Hilfsvariable, 
einen Parameter, ein und errechnet aus der anderen Gleichung zunächst die Lösungs¬ 
zahl dieser Hilfsvariablen. 

Wirsetzen x = 4 q und y = lq. 

Diese Terme setzen wir in die zweite Gleichung ein und erhalten: 

3-4^ —2*7 <7 = 18 
12 q — 14 q = 18 
<7= - 9 

Aus x = 4q und y = lq folgt: x = — 36; y=— 63 

Probe: L, = (-36): ( —63) = 4 : 7 = R, L 2 = -108 +126 = 18 = R 2 


Wir gehen zurück auf Seite 169 und betrachten die einführenden Beispiele 2 und 3. 
In beiden Fällen ist D = 0. 


Im Fall 2 (g! ||g 2 ) ist D x = 
Im Fall 3 (gi = g 2 ) ist D x = 


= — 2 und D v = 
= 0 und D v = 


1 2 
1 4 

1 2 
2 4 


= 2 
= 0 


Allgemein gilt: 

D = 0 Die Geraden g^ und g 2 sind parallel. 

D = 0 a D x — 0 a D v = 0 Die Geraden g! und g 2 fallen zusammen. 


Wir übertragen unsere Betrachtungen in ein Struktogramm. 
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AUFGABEN 

Lösen Sie die folgenden Gleichungssysteme auf verschiedene Arten: 


9.10 

a) x++ = 10 

b) 2x++ = 13 

c) 3x + 12+ = 24 


x—y= 4 

x —+ = 2 

5x— 7+ = 13 

9.11 

a) 5x + 2+ = 19 

b) 4 x + 5 + = 46 

c) 4x + 3 + = 49 


3x + 4+ = 17 

7 x — 8 + = 47 

7x —2+ = 64 

9.12 

a) x + 9y = 67 

b) 3x —4+ = —5 

c) l,2x +1,3 + = 4,57 


5 x — 3 + = — 1 

2 x —3 + = 8 

0,7 x-0,9+ = 0,59 

9.13 

a) 5x — 18+ = 39 

b) x + 4+ = 13 

c) 2,5 x +3,2+ =16,11 


8 x- 3y = 23,7 

x —3 + = —3,45 

1,63 x +2,45 += 11,34 

9.14 

a) 8 x —11 + = —52,4 

b) 1,2 x 4-1,3 y = 13,3 

c) 4x + 3 + = 22,5 


8 x + 3 + = 76,4 

0,1 x — 0,9 y = 0,464 

7x — 2+ = 19,8 

9.15 

a) 7x + 4+ = 62,7 

b) 7x+ 9+= 60,52 

c) 1,2 x-0,3 + = 3,3 


8 x + 2+ = 15,8 

8 x + 7+ = 57,83 

0,5 x +1,7+= 10,5 

9.16 

a) — 8,9 J 4-3,4 c = 7,26 

b) 47,3 x —19,5 + = 17,3 

c) 4,8 g + 5,7 6 = 13 


7,2 </ + 4,3 c = 19,5 

12,1x4- 7,3 + = 3,66 

8,5 g+ 17,2 6 = 4,6 

9.17 

a) 7,24 r 4 - 9,45 = 38,5 

b) 1,3 6 -0,4/= 0,55 

c) 4,2x + 3,5 + = 11,13 


- 2,45 r +17,2 5 = 1,85 

2,5 6 + 1,3/= 5,61 

2,7 x +7+ =14,28 

9,18 

a) 15 a — 2,4 6 = 7,3 

b) 0,31m-0,84/1= 7,21 

c) 5,3 r +2,7 5 = 35,82 


3,2 ö 4- 4,2 6 = 48,2 

7,5 m +2,4 n =13,1 

2,5 r+ 7,1 5 = 47,31 

9.19 

a) 17,4x —15,2 a = 3,64 

b) x:y = 4:5 

c) 2 x : + = 9 : 5 


8,7 x 4- 7,2 a =2,68 

2x—+=9 

3x —2+ = 35 

9.20 

a) x:+ = 9:10 

b) x: + = 0,2 : 0,6 

c) x : + = 2 : 7 


8 x — 6 + = 1 

_3* + 4+ = 18 

+ —3x = 47,3 

9.21 

a) |+/ = 3 

b) + = 2x — 3 

V l , 

c) 5 + r 5 


2 d + 3 / = 12 

|- 2 / + 16 = 0 

2h —1 = 8 

iß 


■>) +^=o 

8 9 

e)f + |=_3 


f + 5 - 9 

x— y =—4 

!-¥■» 



®T-?- 2 

O -f + f-4 




^+"=9 


3 9 

9 6 

11 2 

9.24 

a) x :+ = 3 : 2 

b) x :+ = 5 : 9 

c) x : + = 6:7 


2 x — + = 12 

2x + + = 39,9 

3 x — 2+ = 4 
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1 2 

9.25' a) --- = 0 

x y 

1 2 
-+- = 8 
x y 

4 5 

9.26 a) - — - = — 8 

/ g 

-? +z = 2 
/ £ 


9.28 a) 


b) - + ^ = 4 
c h 

i +?= 3 

c 

-17 2 

b) _ + r _50, 5 
5 3 

rr 14 ’ 25 


c) - + -=-4 

l 2 z 

—18 

J z 

, 4 , 3 

C 5/7 4</ 


9.29 a) 


9.30 a) 


2 (6 x — 2) + 3 (4y — 5) = 5 

5(2x — 4) — 4(2 — 5j>) = 2 

b) 5(2* —4)+ 6(7.y 
3 (2 x + 4) — 4 (y - 

3 x — 5_y + 8 6x — 3y — 14 

b) 

12 a — 5 6 + 3 

3 “ 4 

6 

4x + 2 — 8 3x + 2y — \2 


a + b — 2 6 a - 

5 ~ 4 


2 

5r-3 

b) 

5 2 

5 r — 1 “ 3 

x + 2 ~ y -3 

4t+ 3 , 


1 6 

r + 2 ~ 5 


* — 2 y + 1 

3x- 1 5 

b) 

5* 3 y 

2^ + 7 “ 9 

x + 2 y + 4~ 

2x + 5 . 


6x 2 y 

II 

<N 

1 


2x + 3 y + 3 


_7 _ 5 _ = 

9p 3 q 

-5)-2 = 0 
- 5) - 30 = 0 

3 a -b + 2 


95 
: 9 


9.31 a) x + y = 3 a 

x — y = 2b 

9.32 a) x + y = a + b 

x-3y = b 
x ~ y 


= 1 

b) x + y = 2a 2 + 2b 2 
y — x = 4 ab 
b) a(x + b) = b{y + a) 
b(x — a) = a(y + b) 


9.33 a) 


a - 


a + b 

y 


a + b 

a + b' a — b a — b 


andere, 


Beziehungen zwischen Zahlen 

9.34 Die Summe zweier Zahlen beträgt 19, ihre Differenz 3. Wie heißen 

9.35 Wie heißen die Zahlen, deren Quotient 2 und deren Differenz 4 betj 

9.36 Der Quotient zweier Zahlen, von denen die eine um 54 größei 
beträgt 7. 

Wie heißen die Zahlen? 

9.37 Die Summe zweier Zahlen beträgt 115. Dividiert man die erste Zahl durch dij^zweite/ 
so erhält man den Quotienten 5 und den Rest 13. 

Wie heißen die Zahlen? ^ 

12 / ^ '.f <3 

Führen Sie für — und für - neue Variablen ein! 



2'^ ßpdi 
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9.38 In einer dreiziffrigen Zahl mit der Ziffernsumme 15 ist die mittlere Ziffer das arithme¬ 
tische Mittel der Randziffern. 

Wie heißt die Zahl, wenn die Hunderterziffer um 2 kleiner ist als die Zehnerziffer? 

9.39 Wie heißen die Zahlen, deren Summe 50 und deren Quotient 1 mit dem Rest 10 ist? 

9.40 Zwei zweistellige Zahlen werden mit denselben Ziffern geschrieben und verhalten sich 
wie 6: 5. 

Wie heißen diese Zahlen? 


Geometrie 

9.41 In einem Dreieck ist die Summe der Längen zweier anstoßender Seiten 60 cm, ihre 
Differenz 6 cm. 

Wie lang sind die Seiten? 

9.42 In einem Dreieck ist / = 42° und a um 14° kleiner als ß. 

Wie groß sind a und /?? 

9.43 Zwei a) komplementäre, b) supplementäre Winkel unterscheiden sich um 36°. 

Wie groß sind die Winkel? 

9.44 Zwei Strecken verhalten sich wie 3 : 4. Verkürzt man beide um 2,5 cm, so verhalten 
sich die verkürzten Strecken wie 2 : 3. 

Wie lang sind die Strecken? 

9.45 Die Seiten eines Rechtecks verhalten sich wie 5 : 7. Der Umfang mißt 96 cm. 

Wie lang sind die Seiten? 

9.46 Die Radien zweier Kreise unterscheiden sich um 4 cm. Die Summe der Umfänge be¬ 
trägt 78,5 cm. 

Wie lang sind die Durchmesser? 


Mischungsrechnungen 

9.47 Eine Messingplatte mit der Masse m= 5 kg verliert im Wasser scheinbar Vs ihres Ge¬ 
wichts. 

Wieviel Kupfer (p = 8,9 kg/dm 3 ) und wieviel Zink (p = 7,13 kg/dm 3 ) sind im Messing 
enthalten? 

9.48 Lötzinn ist eine Legierung aus Zinn und Blei. Aus zwei Sorten mit 30 bzw. 40 % Zinn¬ 
gehalt sollen 5LÖ kgpLötzinn mit 3|^^Zinngehalt hergestellt werden. 

Wie viele kg von jeder Sorte benötigt man? 

9.49 Wie viele Liter einer 30%igen Schwefelsäure und wie viele Liter einer 20%igen Schwe- 
felsäure muß man mischen, um 25 Liter einer 23%igen Schwefelsäure zu erhalten? 

9.50y Wie viele m 3 Gas mit 5 g/m 3 Schwefelgehalt und Gas mit 12 g/m 3 Schwefelgehalt muß 
man mischen, um 100 m 3 Gas mit dem Schwefelgehalt 7,1 g/m 3 zu erhalten? 

9.51 Ein Produkt P x enthält 5 kg Kupfer und 3 kg Aluminium. Ein Produkt P 2 enthält 4 kg 
Kupfer und 4 kg Aluminium. 

Wie viele Stück P, und P 2 kann man aus 920 kg Kupfer und 680 kg Aluminium her¬ 
steilen, um den gesamten Vorrat zu verbrauchen? 

9.52 Aus 30 t Eisenerz werden 21,5 t Eisen gewonnen. 

Aus wieviel Magnesit (Fe 3 0 4 ) und wieviel Hämatit (Fe 2 0 3 ) besteht das Erz? 

Anleitung: relative Atommasse des Eisens = 56, die des Sauerstoffs = 16. 
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Bewegungsaufgaben 


9.53 Am Rande eines Kreises mit dem Umfang t/ = 400m bewegen sich zwei Körper mit 
den Geschwindigkeiten üi und v 2 . Bei gleicher (bzw. entgegengesetzter) Bewegungs¬ 
richtung treffen sie einander nach 20 s (bzw. 10 s). 

Berechnen Sie u t und v 2 . 


9.54 Ein Flugzeug durchfliegt mit Rückenwind eine Strecke von 1200 km in 2 Stunden. 
Gegen den Wind braucht es für die gleiche Strecke 2,5 Stunden. 

Berechnen Sie u F iu g zeu g und Uwind- 



Ein Schiff braucht stromaufwärts für eine 60 km 
wärts braucht es für die gleiche Strecke 3 Stunden. 
Berechnen Sie u Sc hiff und u Strom . 


lange Strecke 4 Stunden. Stromab- 


Weitere Textaufgaben 


9.56 Eine Firma nimmt 500000 S Kredit von zwei Banken. Bank A verlangt 12 %, Bank B 
11 % jährlich. 

Wie groß sind die beiden Kredite, wenn die Jahreszinsen zusammen 58 500 S 
betragen? 

9.57 Ein Sparer wandelt sein Konto in ein Konto mit der Bindung auf ein Jahr um und 
I erhält damit, weil der Zinsfuß um 3,5 % steigt, um 4200 S mehr Zinsen als bisher. 

Wie hoch ist die Einlage? 

Wie hoch war der Zinsfuß? 

9.58 Eine Fernreise für 2 Personen kostet 96000 S. Die Fahrtkosten sind dabei um 24000 S 
niedriger als die Hotelkosten. 

Wie hoch sind die Fahrtkosten und wie hoch die Hotelkosten? 

9.59 Beim Verkauf von 50 Stück R, und 40 Stück P 2 hat ein Händler einen Gewinn von 
7 550 S. Wenn er 40 Stück R, und 50 Stück P 2 verkauft, so steigt sein Gewinn um 200 S. 
Wie groß ist der Gewinn beim Stück R, und beim Stück R 2 ? 

9.60 Durch die Senkung der Selbstkosten eines Produkts um 10 % erhöht sich der Gewinn 
um 50 %. 

Wie groß sind Selbstkosten und Gewinn, wenn in beiden Fällen ihre Summe 1200 S 
beträgt? 

9.61 Sie haben zwei am 1. August fällige Wechsel über 10000 S, für die Sie am 1. Mai 
9 800 S erhalten. Für den 1. Wechsel werden 10%, für den zweiten 8% Diskont ver¬ 
rechnet. 

Wie hoch sind die beiden Wechsel? 


9.62 In einer Montagehalle arbeiten 10 Arbeiter, die gemeinsam 940 S/h erhalten, bei 
einem Stundenlohn von 100 S bzw. 80 S. 

Wie viele Arbeiter arbeiten um 100 S/h, wie viele um 80 S/h? 

9.63 Ein Behälter kann durch drei Rohre A, B, C gefüllt werden. 

A und B würden die Füllung in einer Stunde, 

A und C würden die Füllung in 45 Minuten, 

B und C würden die Füllung in 90 Minuten schaffen. 

Wie lang braucht jedes Rohr allein zur Füllung? 

Wie lang dauert die Füllung, wenn alle Rohre geöffnet sind? 

9.64 Das Übersetzungsverhältnis zweier Zahnräder ist i = 5. Der Abstand der Wellenachsen 
beträgt a = 120 mm. 

Berechnen Sie die Durchmesser der Teilkreise. 
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9.3 Systeme von drei linearen Gleichungen in drei Variablen 
Geometrische Veranschaulichung 


Die Lösungsmenge der Gleichung a x + by + cz = d läßt sich, falls a= 1=0 v 6=1=0 v c =t= 0 gilt, 
in einem kartesischen räumlichen System durch eine Ebene veranschaulichen. 

Das System a u x + a 12 y + a^z— 

a 2 \X + a 12 y + a 2i z = c 2 
a 31 x + a 22 y + fl 33 z = c 3 

kann durch drei Ebenen im Raum veranschaulicht werden. 

Der Graph der Lösungsmenge besteht aus allen jenen Punkten, die allen drei Ebenen an¬ 
gehören. 

Wir unterscheiden folgende Fälle: 

1. Die drei Ebenen haben keinen Punkt gemeinsam. Es ist L = { }. 



3. Die drei Ebenen schneiden einander in einer Geraden. 



Es gibt unendlich viele Zahlentripel, die das System befriedigen. 
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4. Die drei Ebenen fallen zusammen. 

Es gibt unendlich viele Zahlentripel, die das 
System befriedigen. 



£i=E 2 =e 3 


Numerische Lösungsverfahren 

In diesem Abschnitt setzen wir voraus, daß das System eindeutig lösbar ist. 

Die in 9.2 verwendeten Verfahren führen auch hier zum Ziel. 

EINFÜHRENDES BEISPIEL 
Das System 

(I) x + y— z =11 

(II) x + 2j/ + 3z = 17 ist in R zu lösen. 

(III) x-4y + 2z = 4 

Lösung: 

a) Substitutionsmethode 

Aus (I) erhalten wir: z=x+y— 11 

Wir setzen diesen Wert in (II) und (III) ein: 

(II) x + 2y + 3x + 3y —33 = 17 ] 4x + 5y = 50 

(III) x — 4y + 2x + 2y — 22 = 4 J 3x-2y = 26 

und erhalten: x = 10; y = 2; z = 1 

Probe: Die erhaltenen Werte werden in alle Eingangsgleichungen eingesetzt. 

L, = 10 + 2 — 1 = 11 = R, L 2 = 10 + 4 + 3 = 17 = R, 

L 3 = 10 —8 + 2= 4 = R 3 x = 10; y = 2; z = l 

b) Eliminationsmethode 

Wir subtrahieren Gleichung (I) von Gleichung (II) und Gleichung (I) von Glei¬ 
chung (III): 

(II) —(I) y + 4z = 6 

(III) —(I) —5_y+ 3z= —7 

und erhalten: y = 2; z = l 

(I) x + 2 —1 = 11 => x = 10 x = 10; y = 2; z = 1 

c) Um die Determinantenmethode anwenden zu können, müssen wir noch den Begriff „drei¬ 
reihige Determinante“ einführen. 

Jeder quadratischen 3,3-Matrix kann man eine dreireihige Determinante zuordnen. 


«n 

fll2 

«13 



a 21 

fl 22 

a 23 

= 0 \\ 022 033 + 

fll2fl 23^31 + #13^21 a 32 

a 31 

032 

033 

— (fl 13 a 22 a 31 + 

All a 23 032 + 0\2 «21 «33) 
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Dreireihige Determinanten, auch Determinanten dritter Ordnung genannt, lassen sich 
leicht nach der Regel von Sarrus 1 berechnen 2 . 



Man schreibt die ersten beiden Spalten rechts neben die Determinante. 

Es gilt dann: 

Der Wert der Determinante ist gleich der Summe der Produkte der Hauptdiagonalen 3 , 
vermindert um die Summe der Produkte der Nebendiagonalen. 


BEISPIELE 


1 0 3 


1 0 3 

7 0 

4 2 5 

= 

4 : 

1 5 

4 2=( 

1 6 0 


1 ( 

3 0 

7 6 

5 9 

0 


5 

9 0 

- 2 1 

- 3 

= 

- 2 

1 -3 

0 4 

12 


0 

4 12 


5 9 

- 2 7 = 60 + 0 + 0 

0 4 -(0 - 60 - 216) = 336 


Es gilt der Satz: 


Das inhomogene lineare Gleichungssystem 

«n* + a u y + a u z = c, 

«21* + «22 y + «23* = C 2 

« 31 * + «32 y + « 33 ^ = C 3 

ist genau dann eindeutig lösbar, wenn die Koeffizientendeterminante 



«11 

«12 

«13 


D = 

«21 

«22 

«23 

+ 0 ist. 


«31 

«32 

«33 


In diesem Fall gilt die Cramer-Regel: 




n 



Dy 

D z 

X = ~D 


y = 

D 

Z = ~D 


1 Pierre Sarrus (1798—1861), französischer Mathematiker. 

2 Beachten Sie: In jedem der angegebenen Produkte steht aus je einer Zeile und Spalte genau ein Glied! 

3 „Produkt der ersten Hauptdiagonale“ ist hier als Abkürzung für „Produkt der Elemente der ersten 
Hauptdiagonale“ verwendet. 
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Nun zu unserem einführenden Beispiel: 

x 4- y - z = 11 
x + 2y + 3 z = 17 

x - 4y + 2z = 4 x = 

Die erweiterte Matrix des Systems lautet 

(\ 1-1 11 
A enr = [1 2 3 17 

\l -4 2 4 

Die Determinante der Koeffizientenmatrix hat den Wert 

7 7 

7 2=4 + 3 + 4 — ( — 2 — 12 + 2) = 23 

7 -4 



1 

1 

- 1 


1 1 

- 1 

D = 

1 

2 

3 

= 

1 2 

3 


1 

-4 

2 


1 -4 

2 


D = 23 


Man erhält die Zählerdeterminante D x , wenn man in D die x-Spalte 1 durch die vierte Spalte 

1 


11 

von A ern , also durch 17 ersetzt: D x = 


1 -1 
2 3 


= 230. 



4 

1 

11 - 

- 1 

4-4 2 


1 

1 

11 


Analog erhält man 

£>, = 

1 

17 

3 

= 46 und 

D- = 

1 

2 

17 

= 23, 


1 

4 

2 



1 

-4 

4 


D x 230 

= 10 ; 



j 

D v 46 „ 



D z 

23 

- = 1 

Es ist* = — — 23 - 


7 


D ~ 23 ~ 2 ’ 

2 


D ~ 

' 23 


und somit: x = 10 ; y = 2 ; z = 1 . 


3. x + y + z = 27 
2 x— y - z = 0 
3 x — 2y — 0,25 z = 5 


x = ? y= 2 z = 


Lösung: 
D = 


1 1 1 
2 - 1-1 
3-2 -0,25 


= -5,25 


Es ist D =1=0. Somit existiert genau ein Zahlentripel (x; y ; z), das das gegebene System 
befriedigt, das also alle drei Eingangsgleichungen in wahre Aussagen überführt. 


D x = 


27 

1 

1 



l 

27 

1 

0 

- 1 

- 1 

-47,25 

Dy = 

2 

0 

- 1 

5 

- 2 

-0,25 

3 

5 

-0,25 


-52,5 


D x 


- 47,25 


= 9 


D - 5,25 ' y D — 5,25 

Wir setzen diese Werte in x + y + z = 27 ein und erhalten z = 8 . 


Dy 


■ 52,5 


= 10 


Probe: L, = 9 +10 + 8 = 27 = 

Li = 27 — 20 — 2 = 5 = R, 


L 2 = 18 —10 —8 = 0 = R 2 

Somit gilt: x = 9; y = 10; z = 
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4. Das folgende Gleichungssystem ist mit dem Taschenrechner mit Hilfe des Gauß- 
Algorithmus zu lösen. 

(I) - 2,50 x + 4,63 y — 2,18 z = - 8,53 

(II) 5,83 x + 7,80 y + 3,75 z = 22,6 

(III) 4,23 x - 6,43 y + 2,45 z = 15,2 

Lösung: 

Wir eliminieren zuerst die Variable x: 

5 83 

(I) - 5,83.V +10,79716 y- 5,08376z = -19,89196 

(II) _ 5,83 x± 7,80 y + 3,75 z = 22,6 

(I') . 18,597 16y — 1,333 76 z = 2,70804 

(I) — 4,23 x + 7,83396 >>-3,68856z = -14,43276 

(III) _ 4,23 x — 6,43 y + 2,45 56z = 15,2 

(II') . 1,403 96^-1,238 56 z = 0,76724 

c 1,403 96 
18,59716 

(II')-(I') • C (-1,238 56 +1,333 76 • C) z = 0,767 24 - 2,708 04 • C 

z= - 0,49461 

(II') 1,403 96 >> = 0,767 24 +1,238 56 z y = 0,11014 

(II) 5,83 x = 22,6 — 3,75 z — 7,8/ x = 4,047 3 

Probe: L,= -8,53 = R, a L, = 22,6=R, a L 3 = 15,2=R 3 

5. Wie groß sind die Winkel in einem Dreieck, wenn für sie die Beziehung 
a:ß\y = 4:9:5 gilt? 

Lösung: 


a : ß : y = 4:9:5 

=> Wirsetzen: 


a+ß+ 7 = 180° 

cc = 4 q, ß = 9 q, 

X = 5<7 

4q -1-9 g + 5 g = 180 o 

18(7 = 180° 

<7 = 10° 

o 

O 

Os 

II 

o 

O 

-ri¬ 

ll 

II 

CH 

o 


6. In verzweigten Stromkreisen gelten die 

Knotenregel: / zu =/ ab 

In jedem Verzweigungspunkt ist die Summe der zufließenden Ströme gleich der 
Summe der abfließenden Ströme. 

und die 


Maschenregel : E = 2 (7 ■ R ) 

In jeder Masche ist die Summe aller EMKe gleich der Summe der Spannungs¬ 
abfälle. 
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Wir wenden diese Regeln, Kirchhoff-Sätze genannt, zur Berechnung der Stromstärken 
in dem folgenden verzweigten Stromkreis an: 

tfoi-24V, 

t /02 = 12 V, 

= R 2 = 100Q, 
r 3 = R 4 = 500 Q, 

R 5 = 300 Q 



Wir erhalten ein System von 5 linearen Gleichungen mit den 5 Unbekannten I u .. 


(I) t/oi = h + 7 3 R 2 

(II) Uo 2 =/ 2 R 2 +/ 4 R4 

(III) / 3 R 3 = /5^5+/4^4 

(IV) / ; =/ 3 +/ 5 

(V) / 4 =/ 5 +/ 2 


J Maschengleichungen 
( Knotengleichungen 


h: 


Wir setzen den Term für 7 3 aus der Gleichung (IV) in die übrigen Gleichungen ein und 
erhalten: 

(I) t/ 01 = I 3 R 1 + I 5 R 3 + 7 3 R 3 = 7 3 (R] + 7? 3 ) + / 5 /?i 

(II) t/ 02 = 7 2 R 2 + 7 4 R 4 

(III) 7 3 R 3 = /5Ä5 + 7 4 R 4 

(V) / 4 = / 5 + / 2 


Aus der Gleichung (V) errechnen wir nun / 4 , setzen in (I) bis (III) ein und erhalten ein 
System von 3 linearen Gleichungen mit den Unbekannten / 2 , / 3 und / 5 : 

(I) £7oi = / 3 (#i + Ä3) + h R\ 

(II) t/02 = / 2 R 2 + / 5 R 4 + 7 2 R4 = 7 2 (R 2 + R 4 ) + I 5 R 4 

(III) / 3 R 3 = I 5 R 5 + h ^4 + 7 2 R 4 = 7 2 R 4 + / 5 (^4 + Rs) 

I 3 R 3 ~ 7 2 R 4 = 7s(/t 4 + Rs) 


Nun setzen wir die Zahlenwerte für U 0 1? t/ 02 , 7?i,. . R 5 ein: 

(I) 24 = 600 • 7 3 + 100 • I 5 

(II) 12 = 600 • I 2 + 500 • 7 5 

(III) 500 h ~ 500 1 2 = 800 • 7 5 

Wir setzen 100 7 5 = 24 — 600 7 3 in (II) und (III) ein. 


(II) 600 7 2 — 3 000 7 3 = -108 

(III) — 500 7 2 + 5 300 7 3 = 192 

5* (II) -6* (III) 168007 3 = 612 / 3 = 36,4mA 

(II) 600 1 2 = 3 000 7 3 108 7 2 = 2,14 mA 

(I) 100 7 5 = 24 — 600 7 3 7 5 = 21,4 mA 

(IV) 7 a = 7 3 + 7 5 7, = 57,9 mA 

(V) 7 4 = I 2 + I 5 7 4 = 23,6 mA 


Zu jeder technischen Berechnung gehört eine Probe, oft genügt eine Stichprobe. 

Wir setzen die erhaltenen Werte für 7, bis I 5 in die ersten zwei Eingangsgleichungen ein 
und erhalten: 

(I) 57,9 • IO“ 3 • 100 + 36,4 • 10 -3 * 500 = 23,99 (£7 0 i = 24 V) 

(II) 2,14-10 -3 -100+ 23,6-10~ 3 -500 = 12,01 (I7 02 = 12V) 
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AUFGABEN 

Berechnen Sie den Wert der folgenden Determinanten: 




3 

0 6 



5 6 

-2 



3 

0 

0 


9.65 

a) 

-2 

1 5 


b) 

- 5 8 

4 


c) 

4 

1 

-2 




3 

1 8 



6 2 

10 



6 

7 

10 




2,4 

4,2 

- 5,1 


- 12,5 

0 

3,6 


1 


2,4 

3 

9.66 

a) 

3,8 

2,9 

4,3 

b) 

-3,4 

4,1 

7,2 

c) 

2,8 


4,8 

5 



-3,5 

2,1 

8,9 


7,5 

2,6 

4,3 


6,7 


-3,8 

9,3 



a 

-2 A 

3 a 


2 6 

Ab 

-7 b 


1 

a 

a 2 

9.67 a) 

2 

6 

5 

b) 

3 6 

5b 

9b 

c) 

0 

b — a 

b 2 -a 2 


0 

- 4 

3 


-8 b 

b 

-3b 


0 

c — a 

c 2 — a 2 


Lösen Sie die folgenden Gleichungssysteme auf verschiedene Arten: 


9.68 a) 3x+ y+ z=ll 

3 x — y + z = 5 
2x + 3y + 4z = 35 

9.69 a) r + 5 — 2/ = 10 

5 r — 2s + 3 t = —16 
Ar - 5s + 7 t = -38 

9.70 a) 31-Am -5 n = -10 

Al — 6 mA- n = 18 

11 — 2m + 3 n = 28 

9.71 a) 4a — 5b + 6c = 102 

2a + 3 b — 2c = — 28 
7ö-66 + 14c= 181 

9.72 a) 2d + 3e — 4/ = 30 

5d — 6e + lf = -69 
2</-3e + 4/ = -30 

9.73 a) 2,0 x + 3,ly — 1,2 z = 1,3 

6,5 x + 1,1 y — z = 7,1 

1,1 jc — 2,2 y + 2z =12,1 

9.74 a) 5,1 a - 10,1 ß + 3,7 y = 36,8 

1,1a 4- 2,1 ß — 3,4 y = —2,2 
6,3a- 2)3 + 1,4 y = 24,2 

9.75 a) x—y = 1 

x + y = 7 
x + z = 6 

9.76 a) x+y + z = 18 

x :y = 1:2 
x : z = 1: 3 


b) 2x— + 3 z = 1 

3x + 2_y — 5z = 4 
5x — 3 >> + 4z = 6 

b) 6p — 2q + Ar = 54 

5p + 3q — 6r = —53 

— 7 p — 2q + r = —2 

b) — 3z + 4w — 5v = — 53 
2z — 3u + 4v = 39 

5z — 7t/ + 3i^= 74 

b) —9z + Ac — 5k = -59 
3z — 4c + 6/c= 38 

7 z — 5 c — 2k = 18 

b) 45 — 5r+6^= 124 
3s + 7r—5q = — 74 
75 — 2 r -\~ 4 q = 116 

b) 5,3 a -2,1 6 + 3,4c = -9,8 

6,1 fl-1,2 6 +1,1 c= -13 

- 1,2 fl + 1,1 b + 2,3 c = 12,1 

b) 4,1 d + 2,6 c + 3,6/= 32,2 

6.1 d - 1,2 e- 2,4/= 13,9 

5.1 d + 3,1 e+ 1,3/= 23,1 

c) x — 2 y= 5 
z — 2y= 14 

3 x — z = —11 

c) 2x + 3y = 10 
z+3x= 2 
y : z =20 : 25 


b) 2x + iy' = 11 
2x + 2z= 8 
z — y = 6 

b) z —x — y = 10 
y = 2x 
1 n 
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2 

4 5 

2 

4 5 

9.77 a) — 

—+- =1 

b) -- 

- =2 

X 

y z 

X 

y 2 

3 

7 10 

3 

7 10 „ 


—1-= 2 



X 

y 2 

X 

y 2 

1 

1 , 25 _ 

1 

1 25 c 


—H-=10 



X 

y 2 

X 

y 2 


9.78 a) - = - = - 

x y z 

rx + sy + tz = - 
u 

9.79 a) 6 (x — 3) + 8 — 1) — 3 (z + 5) = 1 

4(x-3) + 2(y-l) + z + 5 =9 
5 (x-3)-2(j;-l) + 4(z + 5) = 16 


v 2 4 5 . 

c)-b- =1 

x y z 

l-U^-2 

x y z 

l-I+25=-5 

x y z 


b) 3x + 2_y — 5z = 4 
2x—3y+6z=5 
2x—4y+5z=9 


b) 6(jc + 3)-8(j; + 4)-3(z-3) = 21 
4 (x — 3) — 2 (j; + 4) + z — 3 =19 
2 (x — 3) — 2 (7 -b 4) + 3 (z — 3) = 25 


9.80 5 (2x — 1 ) + 6 (3 + 2) — 8 (2 z + 5) = 69 

2 (3 x + 4 )-5(2z + l) + 4( ^-h 1) = 55 
-3(6^ + 4z) + 9( x — y) + 3 ( y — z)= —78 


9.81 3 (4x-^)-5(2x4-3z) + 14(x + l) = 34 

2 (2z-5)-5 (2x-3z)-15 (^-2) = 34 
7 (6y — z) + 3 ( y — 3z) + 4(z-l)=-103 


9.82 



Die Ziffernsumme einer dreistelligen Zahl ist 13. Vermehrt man diese Zahl um 297, so 
erhält man eine Zahl mit gleichen Ziffern, aber in umgekehrter Reihenfolge. 

Vertauscht man in der ursprünglichen Form die Zehnerziffer mit der Hunderterziffer, 
so vermindert sich die Zahl um 180. 

Wie heißt die gegebene Zahl? 

In einer dreiziffrigen Zahl ist die Zehnerziffer das arithmetische Mittel aus der Hun¬ 
derterziffer und der Einerziffer. 

Vertauscht man die Zehnerziffer mit der Einerziffer, sxa wird die Zahl um 36 kleiner. 
Vertauscht man die Hunderterziffer mit der Einerziffer, so wird die Zahl um 792 
kleiner. 

Wie heißt die Zahl? 

9.84 Die Summe je zweier Seiten eines Dreiecks beträgt der Reihe nach 30 cm, 42 cm und 
38 cm. 

Wie lang sind die Seiten? 

9.85 Eine Strecke A B = 28 cm ist so in vier Teile zu zerlegen, daß sich dieselben wie 
1 : 2 : 3 : 5 verhalten. Wie lang sind die Teilstrecken? 

.86 j Der Winkel a eines Dreiecks ist um 23,2° kleiner als der Winkel ß. 

Wie groß sind diese Winkel, wenn y = 74,2° ist? 



9.87 In einem Dreieck verhalten sich die Winkel wie 2:4:5. 

Wie groß sind sie? 

9.88^ Ein Teich kann durch 3 Schleusen A, B, C gefüllt werden. A und B würden zur Fül¬ 
lung 72 Minuten brauchen, A und C 40 Minuten, B und C 72 Minuten. 

In welcher Zeit wird der Teich gefüllt, wenn 

a) nur A allein, 

b) nur B allein, 

c) nur C allein geöffnet ist? 

d) Wie lang dauert die Füllung, wenn alle drei Schleusen geöffnet sind? 
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Gas 

Heizwert 

(kJ/m 3 ) 

S-Gehalt 

(g/m 3 ) 

A 

5 000 

3 

B 

4000 

3 

C 

4200 

2 


Wie muß man die Gase A, B und C mischen, damit 
man ein Gas mit dem Heizwert 4500 kJ/m 3 und dem 
Schwefelgehalt 2,5 g/m 3 erhält? 



4 

P 2 

4 

Rohstoff 

4 

120 

200 

50 

930 kg 

f 2 

150 

100 

200 

1000 kg 

4 

180 

80 

110 

990 kg 


In drei Fabriken Fi, F 2 und F 3 werden jeweils 
die drei Produkte P u P 2 und P 2 erzeugt. 
Berechnen Sie, wieviel Material für ein Stück 
jedes Produkts erforderlich ist. 


9.91 Eine Kraft F’=2000 N soll in drei zueinander rechtwinklige Kräfte Fi, F 2 und F 3 zerlegt 
werden, die sich wie 4:5:2 verhalten. 

Berechnen Sie Fi, F 2 und F 3 . 


9.92 Die Widerstände R u R 2 , R 3 und R 4 sind parallel geschaltet. R 3 = 17 Q. 

Wie groß sind die Widerstände, wenn sich die Stromstärken wie 2 : 5 : 7 : 3 verhalten? 


9.93 


Bei der Umwandlung eines Widerstandsdreiecks in einen gleichwertigen Widerstands¬ 
stern treten folgende Gleichungen auf: 


^2(^3+^) 
' 3 + r ' R, + R 2 + R 3 

RAR, + * 2 ) 

r ' + ri r, + r 2 + r } 

RAR2 + RA 

ri +r3 r, + r 2 + r } 



a) r u r 2 , r 3 sind als Funktionen von R u R 2 , R 2 zu berechnen. 
Zahlenbeispiel: 7^ = 2^, R 2 = 5Q, R 3 = 3C1 

b) R u R 2 , R 3 sind als Funktionen von r u r 2 , r 3 zu berechnen. 
Zahlenbeispiel: r 3 = 2Q, r 2 = 5£l, r 3 = 3Q 
Anleitung zu b): Benützen Sie die Ergebnisse von a). 


9.94 Bei der Wheatstone’schen Brückenschaltung gelten unter anderem folgende Glei 


chungen: 

/ = h + h 
h-h+ 4 
h = h + 4 

I\ R\ + lg R g — / 3 R 3 = 0 
I 2 R 2 — R^ — lg Rg = 0 

Lösen Sie dieses Gleichungs¬ 
system in den 5 Variablen 

4 » 4 » 4 » 4 ? 4 * 
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Durch Anwendung der Gesetze von Ohm und Kirchhoff erhält man bei der Berechnung 
der skizzierten Schaltungen die angegebenen Gleichungssysteme. 

Berechnen Sie jeweils die Unbekannten /,, / 2 , . . . . 


9.95 /, = / 2 + / 4 

Uq = I] R\+ I 2 R-2 + h ^3 
I4 R4 = I 2 R-2 4 " II ^3 

Zahlenbeispiele: 
a) U 0 = 24 V, 

^ = 10 kO, R 2 = 560 Q, 
5 3 = 1200Q, RÜ = 6800 


b) l/ 0 -12 V, 
^ = 5kQ, 
jR 3 = 1 kG, 


^ 2 = 400 Q, 
7^ = 500 0 



W 4+/5 
G) = /] /?! + 1 2 R 2 
h Ri = I 2 R 2 + I4R4 
I4 R4 = I5 R5 

Zahlenbeispiel: (7 0 = 48 V, 
= 100 Q, R 2 = 820 O, 

7? 3 = 470Q, ^ = 330 0, 

R 5 = 390 Q. 


Ui 



9.97 7 1 = 7 ß + 7 2 

Ub = IcR 3 4" Uc£+ 

£4=/, ^ + I 2 R 2 
/ 2 /? 2 = Uß£+ 7 E /? 4 
7/ ß£ = konstant = 0,7 V 

(praktisch unabhängig von 7 ß ) 
I c = BI b 
Ir— Iß ~b Ic 

Zahlenbeispiel: U B = 9 V, 5 = 100, 
R x = 68 kO, 5 2 = 18kO, 

5 3 = 3,9kQ, /?4=1 kQ 
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9.4 Lineare Ungleichungen in einer Variablen 




Aussageformen bzw. Aussagen der Gestalt: < T 2 ; T^> T 2 ; T^< T 2 \ 

T]> T 2 \ T a =t= T 2 bezeichnet man als Ungleichungen. 


Wenn eine Ungleichung keine Variablen enthält, so stellt sie eine (wahre oder falsche) Aus¬ 
sage dar. Wenn sie genau eine Variable enthält, so sprechen wir von einer Ungleichung in 
einer Variablen usw. 

Eine Ungleichung lösen heißt, aus einer Grundmenge alle Elemente auswählen, die die 
gegebene Ungleichung erfüllen. Diese Elemente sind die Lösungen der Ungleichung. 

Die Lösungsmenge L einer Ungleichung kann leer, endlich oder unendlich sein. Sie hängt 
von der Grundmenge ab. 

Die Lösungsmengen linearer Ungleichungen in einer Variablen kann man auf der Zahlen¬ 
geraden darstellen. 

-f—+—+—+— * — * —H»— * — * — * — * — * — -4—+—♦—i—♦—*— ♦- 

-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3 

x<3 a x g N * x<3 a jceZ x<3 a xgH 

Man bezeichnet zwei Ungleichungen bezüglich einer Grundmenge als äquivalent, wenn sie 
bezüglich dieser Grundmenge dieselbe Lösungsmenge besitzen. 

Umformungen, die eine Ungleichung in eine äquivalente Ungleichung überführen, nennt 

man Äquivalenzumformungen. 


Eine Ungleichung wird in eine äquivalente Ungleichung übergeführt, wenn man: 

1. auf beiden Seiten der Ungleichung den gleichen Term T(x ) addiert, 

2. von beiden Seiten der Ungleichung den gleichen Term T(x) subtrahiert, 

3. beide Seiten der Ungleichung mit dem gleichen Term T(x)> 0 multipliziert * 1 , 

4. beide Seiten der Ungleichung durch den gleichen Term T(x)> 0 dividiert und alle 
dabei auftretenden Terme in der Grundmenge G definiert sind 1 . 

Wenn man beide Seiten einer Ungleichung 

5. mit dem gleichen Term T(a:)<0 multipliziert 2 , 

6 . durch den gleichen Term T(x)<0 dividiert 2 , 

dann muß die Richtung der Ungleichung geändert werden (d. h. < wird durch > ersetzt 
und > durch <). 


^ Wenn ein Term T(x) sowohl positive als auch negative Werte annehmen kann, dann ist eine 
Fallunterscheidung notwendig. 

x darf bei der Multiplikation und Division nicht mit Werten belegt werden, für die T(x) = 0 
gilt. 


1 x wird nur mit Werten belegt, für die T(x)>0 gilt. 

2 x wird nur mit Werten belegt, für die T(x)<0 gilt. 
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BEISPIELE 

1. Die Ungleichung 2 x — 3 < 9 ist über der Grundmenge Z zu lösen. 

Lösung: 

2x- 3<9 +3 

2 x < 12 : 2 

x <6 

Die Zahlen ..—2, —1, 0,1, 2, 3, 4, 5 erfüllen diese Ungleichung. 

Somit ist L = {x| 2 x — 3 < 9} z = {x| x < 6} z = {•.— 2, — 1, 0, 1, 2, 3, 4, 5}. 


Eine Ungleichung lösen heißt ihre Lösungsmenge ermitteln! 


Die Ungleichung x <6 ist die einfachste äquivalente Form der gegebenen Ungleichung 
2 x — 3 < 9. Es ist falsch, jc < 6 als Lösung der gegebenen Ungleichung zu bezeichnen. 

x + 4 jc — 2 

Wie lautet die Lösungsmenge L der Ungleichung —-— >-— in IR? 


-2 


jc + 4 jc — 2 
3 -2 


•2-3 


2x + 8> -3x4-6 +3 jc —8 


5 jc > — 2 
2 


Stichproben: 


I • 5 

Weil nur Äquivalenzumformungen vorgenommen wurden, gilt: 


x = 0; ->1 ist eine wahre Aussage. 


l= {* ix> -§} = H°°[ 


jc = 2; 2>0 ist eine wahre Aussage. 


x = — 1 
Die Ungleichung 


1 >- ist eine falsche Aussage. 


1 


- ist in [ 


zu lösen. 


5 3 jc + 1 2 x + 7 

In G = U + ergeben die Nenner 3 jc +1 und 2 x + 7 für alle Zahlen positive Werte. 
Wir dürfen daher die Ungleichung mit (3 x +1) • (2 x + 7) multiplizieren. 
Wirerhalten: 2jc + 7< 12x4-4 
3<10x 


x > 


10 


Somit ist L 


-IM 


3 14 

Durch alle Zahlen, die größer sind als —, wird die Ungleichung ---<--- 

i * »i. * 1° 3x + l 2x + 7 

wahre Aussagen ubergefuhrt. 


Stichproben: x = 5; 


1 




17 64 


‘10’ 


15 + 1 10 + 7’ 16 17’ 16-17 16-17 

17 <64 ist eine wahre Aussage. 

-U-l; —<— 

1,3 7,2 1,3 1,8 

1,8 < 1,3 ist eine falsche Aussage. 
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4. Für welche einstellige natürliche Zahl ist das Vierfache der Zahl größer als die um 18 
vermehrte Zahl? 

Lösung: x ist die gesuchte Zahl. 

4x>x + 18 
3 jc> 18 

x > 6 Aus der Angabe „einstellige natürliche Zahl“ folgt G = {0,1, 2,..9}. 

Somit: L = {7, 8, 9} 

Stichproben: x = 8 (x € L)\ 32>26 w. A. 

x = 5 (xgL): 20 >23 f. A. 


AUFGABEN 

9.98 Stellen Sie die Ungleichung x<4 auf der Zahlengeraden dar, wenn gilt: 

a) xeN b) x g Z c) xeR + d) x g R 0 + 

Ermitteln Sie die Lösungsmenge der folgenden Ungleichungen in R: 


9.99 a) 3x<9 b) |<2 

9.100 a) ^y^<l b) |-2<0 

9101 a) f-ff < f +3 

9.102 a) 34 —3(x + ll)<4x —6 


c) x —5<1 


d) x + 4<l 


v 4x _ 

c) y>2 


<> -T>“5 


K v x 2x 11 2x 6x 

b > 9 -y+ 2 < 3 “T + y 


b) 2 (2 x — 3) + 5 < 3 (2 x — 3) 


Lösen Sie die folgenden Ungleichungen in U + : 



Berechnen Sie die gesuchten Zahlen: 


9.106 Das Dreifache ist kleiner als die um 8 vermehrte Zahl. 

9.107 Addiert man zu einer natürlichen Zahl die Zahl 3 und quadriert die Summe, so ergibt 
dies mehr als das Sechsfache der Zahl. 

9.108 Quadriert man die um 2 vermehrte Zahl, so erhält man mehr als das Produkt aus der 
Zahl und der um 5 vermehrten Zahl. 

9.109 Multipliziert man eine Zahl mit der um 10 vermehrten Zahl, so erhält man mehr, als 
wenn man zur gegebenen Zahl 4 addiert und dann quadriert. 

9.110 Welche zweiziffrigen Zahlen mit der Einerziffer 3 sind kleiner als ihre 5fache Quer¬ 
summe (Ziffernsumme)? 
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9.111 Welche zweiziffrigen Zahlen mit der Einerziffer 5 sind größer als jene Zahlen, die man 
erhält, wenn man die Ziffern vertauscht? 

(Muß man rechnen? Denken Sie über das Ergebnis nach!) 

9.112 Für welche zweiziffrigen Zahlen mit der Einerziffer 7 ist die Summe aus der Zahl und 
der Zahl mit vertauschten Ziffern größer als 150? 

9.113 Welche zweiziffrigen Zahlen mit der Ziffernsumme 9 sind kleiner als jene Zahlen, die 
man erhält, wenn man die Ziffern vertauscht? 

9.114 In einer zweiziffrigen natürlichen Zahl ist die Zehnerziffer um 2 größer als die Einer¬ 
ziffer. Vertauscht man die Ziffern, so ist die entstehende Zahl kleiner als die ursprüng¬ 
liche. (Überdenken Sie Ihr Ergebnis!) 


9.5 Systeme von zwei linearen Ungleichungen in einer Variablen 

EINFÜHRENDES BEISPIEL 

1. Lösen Sie das System (I) x + 3<5 . 

(II) 2x+1<7 in ™ • 

(I) 7j(x)<r 2 (x) und 

(II) T 3 (x) < T 4 (x ) sind Aussageformen in der Variablen x. 

Die Aussageform (7j(x) < T 2 (x)) a (F 3 (x) < r 4 (x)) nennt man 

System von zwei linearen Ungleichungen in x. 

Ein solches System lösen heißt, aus einer vorgegebenen Grundmenge alle Elemente 
auswählen, die sowohl die Ungleichung (I) 

als auch die Ungleichung (II) erfüllen. 


► 


Lösung: 

(I) x + 3<5 
x <2 


L,={1} 

L s = L\ n L u = {1} 


(II) 2x+l<7 
2x <6 
x <3 

Ln = {^ 2} 


£s=m 


Die Lösungsmenge des Systems ist offenbar der Durchschnitt der Lösungsmengen 
der einzelnen Ungleichungen. 

L s = L\ n Lu 


BEISPIELE 

x < 2 

2. Das System x <2 ist m K zu lösen. 

Es ist: L! = {x|x<2} 

L 2 = {x\x> -2} 

L = L, n L 2 = {xl-2<x<2} 


L, 

H-1-1-1-1- +-h 

- 3 - 2-10123 

t" 2 

H-♦ -1-1-1-1-h 

- 3 - 2-10123 


-f- 

2 


+ 

3 









194 


9. Lineare Gleichungen und Ungleichungen in mehreren Variablen 


3. Die Ungleichung ——-<\ ist in der Grundmenge R zu lösen. 
x — 4 3 

Lösung: 

Die Definitionsmenge der Ungleichung --<- ist D = 1R\{4}. 

Aus x — 4=^0 folgt: (I) x — 4>0 oder (II) jc — 4<0 

(I) x — 4 > 0, also jc>4 

3<jc-4 

jc>7 

Unter der Voraussetzung, daß jc > 4 ist, erhalten wir x > 7. 

Die Menge aller Zahlen, die die gegebene Ungleichung in wahre Aussagen über¬ 
führen und größer als 4 sind, besteht aus allen Zahlen >7. 

L\ ist somit die Lösungsmenge des Systems jc>4 a jc>7. 

Es gilt also: L- l = {x\x>4} n {jc| jc>7} = {jc| jc>7} 

(II) x — 4<0, also x<4 

3 > jc — 4 
x<7 

Von allen Zahlen x<4 erfüllen alle x<7 die gegebene Ungleichung. 

L 2 ist somit die Lösungsmenge des Systems x < 4 a x < 7. 

L 2 = {x\x<4} n {jc| jc<7} = {jc| jc<4} L y = L t u L 2 = {x\x<4 v x >7} 


4. 


x — 2 

--<0 ist in IR zu lösen. 

x + 2 


Lösung: 

Die Belegung dieser Ungleichung mit Zahlen aus R ergibt Ungleichungen der Form 

P<0. 

<7 

Es gilt —<0 o (p >0 a q< 0) v (/7<0 a #>0) 

Somit gilt: ^ (*-2>0 a x + 2<0) v (x-2<0 a * + 2>0) 

x — 2 

Die Lösungsmenge L der Ungleichung ist gleich der Vereinigungsmenge der 

Lösungsmengen der Systeme x — 2>0 a x + 2<0 und x-2<0 ax + 2>0. 


(I) jc —2>0 
x + 2 < 0 

x>2 L! = {jc|jc>2} 
x<-2 L 2 = {x\x<-2) 

L\ = L a n L 2 = { } 

(II) jc-2<0 
jc + 2>0 

x<2 L 3 = {x\x<2} 

x> —2 L 4 = {x\x> -2} 

L„ = L 3 n L 4 = {x| — 2 <jc<2} 

L\j = L\ u L\\ — ( } u {jc | — 2 < x < 2} 

Ly = {jc | — 2 < jc < 2}[r 


Geometrische Veranschaulichung 
der Lösungsmengen: 




L, 

L 2 




L I= {} 



1-3 



l 4 



1-n 



Lu 



-2 


2 
















9. Lineare Gleichungen und Ungleichungen in mehreren Variablen 


195 


5. Die Ungleichung | jc | < 2 ist in U zu lösen. 

Lösung: 

Der absolute Betrag | x | einer reellen Zahl x ist folgendermaßen definiert: 
x, wenn x > 0 ist. 

— x, wenn x < 0 ist. 

In unserem Fall gilt somit: 

x>0: x<2 Lt = {x 10< x <2} 

jc<0: — x<2, also x>—2 L 2 = {x\ — 2<x<0} 

Die Ungleichung |x|<2 wird durch alle Elemente von L, und durch alle Elemente 
von L 2 erfüllt. Somit ist: L u = Li u L 2 = {x \-2<x <2} 

¥ 


► 

6. Die Gleichung 
\x\ = a 

ist in R zu lösen. 

Lösung: 

Aus der Zeichnung erkennen wir: 

L = { + fl, — fl} 

^ Die Gleichung \x\ = a entspricht dem Gleichungspaar (Oder-System) 

x = a v x = — a. 








1 x 1 <a 






- f- 

— 1 — 

- 

Ul 

\<a o 

x> — a a 

x<a o —a<x<a 

-a 

0 

a 





1 x 1 >a 


1 x 1 > a 

Ul 

\>a o 

x< —a v 

x> a 

- f- 

— 1 — 

■4 - 





-a 

0 

a 


| x | < a ist einem Ungleichungssystem äquivalent. 
\x | > a ist einem Ungleichungspaar 1 äquivalent. 



AUFGABEN 

Veranschaulichen Sie die folgenden Mengen auf der Zahlengeraden: 

9.115 a) {x\x< -1 v x>\ } R b) {x|x<l v x>3} u c) {x\x<2 a x>2} r 

9.116 a) {x\x< — 1 a x<l} R b) {x | — oo <x <2}ir c) {x\ — 5 <x < 1}r 

9.117 Bestimmen Sie die Lösungsmengen der folgenden Ungleichungssysteme in Z und (R 
und veranschaulichen Sie sie auf der Zahlengeraden. 

3 2 

a) x-2<4 b) 2x — 3<4 c) 4r--<- 

3jc —1 <8 4jc-7>1 5 , ' 


Man spricht auch von einem Oder-System. 
















196 
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Lösen Sie die folgenden Bruchungleichungen in Q: 


9.118 a) —— <6 

x — 5 

1 4 

b) -———<2 c) -<1 

2x — l x 

T~ 3 

9.119 a) -^|-<5 

3 — 2x 

b) ~T>0 e) ^>0 

x —1 x —2 

9.120 a) -^-<0 

x + 1 

—x + 2 n x 2z + l 3 

b ) , i >0 <o i ,<. 

x+3 3z—2 4 


9.121 Bestimmen Sie die Lösungsmengen der folgenden Gleichungen in Q. 

a) |x| = 6 b) 5 —|x| = 2 C ) |4 jc —1| = 3 

Veranschaulichen Sie die Lösungsmengen der folgenden Ungleichungen auf der Zahlen¬ 
geraden : 


9.122 a) | x | < 3 

b) |x — 21 < 1 c) |x +11 <2 

9.123 a) | x + 21 <3 

b) |jc|>| c) |x —1|>3 


Lösen Sie die folgenden Ungleichungen in Z: 

9.124 a) 3x — 7<2x+l<4x— 2 b) 3y — 20<y — 4<2y+\ 

9.125 a) 2z + 3<z + 3<3z + 17 b) u-4<|+4<«+5 

9.6 Eine lineare Ungleichung in zwei Variablen 


Eine Ungleichung der Gestalt 

ax + by <c bzw. ax + by <c 
bzw. ax + by> c bzw. ax + by>c 

heißt lineare Ungleichung in x und y. 


BEISPIELE 


Die folgenden Ungleichungen sind in R 2 zu lösen. 

1. x + 3y<9 2. x+3y>9 

,<-f+3 >H +3 
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Beachten Sie: 


y 

y 

-^g 

y 

1 

■y>-f +3 

0 

x 0 

x 0 

X 


Lösungsmenge: 

(untere) offene Halbebene (obere) abgeschlossene Halbebene 

mit der Randgeraden g 

In der Grundmenge Z 2 besteht die Lösungsmenge aus den Gitterpunkten der obigen 
Halbebenen. 


AUFGABEN 

9.126 Stellen Sie die Lösungsmengen graphisch in IR 2 und in Z 2 dar: 

a) 4 jc+ 3 y > 12 b) x + 3y<9 c) 2_x + 5^>10 d) 3x+y<9 e) 2x + 5y>\2 
f) 3x + 4j><8 g) *>3 h) y <4 i) x<2,5 j) y<\ 

9.7 Systeme mit mehreren linearen Ungleichungen in zwei Variablen 

BEISPIELE 

1. Lösen Sie 2x + 5j><10 2. Lösen Sie dasselbe System 

4x + 3y<\2 in [R x IR graphisch, 

in der Grundmenge G — [R + x [R + 
graphisch: 

Lösung: 


g\ 

(5|0) 

(012) 

gl 

(310) 

(014) 



Es gilt: L = L } n L 2 


Die Lösungsmenge ist der Durchschnitt der Lösungsmengen der beiden Unglei¬ 
chungen. 
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3. Lösen Sie 4x4- y> 4 
x+2y>4 

in G = Rq xR 0 + graphisch: 
Lösung: 


gl 

(1|0) 

(014) 

gl 

(410) 

(012) 



4. Lösen Sie das folgende System 
in R x R graphisch. 

y> 

y — 5 

x > 0 

x< 5 
y<-x +8 



Es gilt: 

L — L ] n L 2 L ^ o L 4 o L ^ 


9.127 Lösen Sie graphisch in R 0 + x IRq", in R x R und in N x : 

a) x + 2y>4 b) 4x + 5j><20 c) x-f _y<5 d) 4x + 3j>>10 e) 4x + 5j><20 
4x4- >4 2x-f 9< 18 4x + 7j<28 x+3y>6 x<2 


9.128 Bestimmen Sie graphisch die Lösungsmengen der folgenden Ungleichungssysteme in 

RxR und in R + x IR + . 


a) x4-^>200 
x <150 
y < 100 


b) 3x4- ^>12 
x+ y > 5 
x + 2 j> > 10 


c) 40x + 200>> > 120 
200x4- 60^ >300 
150x4-200^ >200 


d) 3x + 2j;>60 
x >10 
y<20 


e) 4x + 5^<40 
x <5 

y — 7 


f) 30x +40^ <240 
x >2 

y — 2 
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9.8 Lineare Optimierung 

Viele mathematische Modelle für ökonomische Probleme entstanden während des 2. Welt¬ 
krieges in Amerika. 

Warum in Amerika? Es wurde über Nacht eine riesige Kriegsindustrie geschaffen, es standen 
viele hochqualifizierte Fachleute, hauptsächlich Emigranten, zur Verfügung. 

Mit Staunen erlebten Ingenieure und Ökonomen, wie aus mathematischen Disziplinen, die 
bisher im stillen Kämmerlein betrieben wurden, unentbehrliche Instrumente der Praxis 
wurden. 

Aus der Graphentheorie von D. KÖNIG (Budapest) wurde die Netzplantechnik. 

J. v. NEUMANN und O. MORGENSTERN schufen die Spieltheorie, die wertvolle Ergeb¬ 
nisse für die lineare Optimierung (früher lineare Programmierung genannt) erbrachte, die bei 
militärischen Planungen eingesetzt wurde. 

Der Durchbruch der linearen Optimierung hängt mit der Entwicklung von Computern zu¬ 
sammen. 1947 veröffentlichte G. B. DANTZIG seine Simplexmethode. 

Heute rechnen Computer in kurzer Zeit Gleichungssysteme mit mehr als 100 Gleichungen 
oder Ungleichungen in 1000 Variablen. 

In Österreich wurde die lineare Optimierung bekannt, als W. KNÖDL von der TU Wien 
1960 mittels dieses Verfahrens einen optimalen Kostenplan für den Transport von Zucker 
aus fünf österreichischen Zuckerfabriken an alle österreichischen Großhändler errechnete. 
Die Kosten konnten beträchtlich gesenkt werden. 

„Operations Research (Unternehmensforschung)“ und „Lineare Optimierung“ wurden 
damit in Industrie und Wirtschaft bekannt 1 . In der Folge wurden Probleme, wie die Zuord¬ 
nung von Personal, Zuteilung von Fertigwaren, optimale Einkaufspolitik, . .. mit Hilfe der 
linearen Optimierung bearbeitet. 

Ein Pionier der linearen Optimierung ist der 1912 in St. Petersburg geborene russische 
Mathematiker und Wirtschaftswissenschafter L. KANTOROWITSCH, der zusammen mit 
dem amerikanischen Nationalökonomen T. KOOPMANS 1975 den Nobelpreis für Wirt¬ 
schaftswissenschaften erhielt. 

Wir bleiben auf dem Boden der Schulrealität und behandeln nur die Ideen der einfachsten 
Beispiele der linearen Optimierung. 


EINFÜHRENDE BEISPIELE 
1. Maximumaufgaben 

Für die Erzeugung zweier Brotsorten stehen einer Bäckerei zwei Maschinen zur Verfü¬ 
gung, und zwar eine Maschine 10 Stunden täglich, die andere 15 Stunden. 

Für die erste Brotsorte benötigt man je Mengeneinheit (ME) auf jeder Maschine 
jeweils 2 Stunden, 

für die zweite Brotsorte jedoch 1 Stunde auf der ersten und 3 Stunden auf der zweiten 
Maschine. 

Bei der ersten Brotsorte beträgt der Gewinn je ME 500 S, bei der zweiten nur 400 S. 
Wie ist das Produktionsprogramm aufzustellen, damit der Gewinn möglichst groß ist? 


1 Operations Research ist eine umfangreiche, interdisziplinäre Wissenschaft, die sich mit der Lösung 
von konkreten Problemen der Technik und der Wirtschaft mit Hilfe mathematischer Methoden be¬ 
schäftigt. 
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Lösung: 

Wir überlegen uns die Problemstellung und fassen dann die Angabe in einer übersicht¬ 
lichen Tabelle zusammen. 

Was soll optimiert werden ? Der Gewinn! 

Wir müssen eine Zielfunktion Z für den Gewinn aufstellen. 

Wir müssen auch einschränkende Bedingungen, die Nebenbedingungen, zur Kenntnis 
nehmen. 


Es ist der Gewinn pro Mengeneinheit der Sorte 1 gegeben. Es ist daher naheliegend, 
die Anzahl der Mengeneinheiten der Sorte 1 mit x zu bezeichnen. Entsprechendes gilt 
für die Variable y. 



Sorte 1 

Sorte 2 

Gesamt 

Anzahl der ME 

1 

X 

1 

y 


Gewinn (in öS) 

500 

500 x 

400 

400 j; 

Z = 500 x + 400 .y 

Nebenbedingungen: 




(I) Maschine 1 

2 

2x 

1 

y 

<10 

(II) Maschine 2 

2 

2x 

3 

3 y 

<15 


Unser mathematisches Modell sieht folgendermaßen aus: 

Nebenbedingung (I): 2x+ y<\0 (x; y) e IR + x U + 

Nebenbedingung (II): 2x + 3y<15 (x; y) e IR + x U + 

Zielfunktion: Z = 500 x + 400 y = Maximum! 

Die Lösungsmenge des Ungleichungssystems (I) und (II) ergibt den für x und y zu¬ 
lässigen Bereich: 


Wir zeichnen die Geraden g^ und g 2 : 


gi 

(5|0) 

(0110) 

g 2 

(7,5 10) 

(015) 


Wir wählen: 


P\ (211) 

Z = 500•2 + 400•1 = 1400 

Pii 2|3) 

Z = 500•2 + 400•3 = 2200 

Pi (214) 

Z = 500•2 + 400•4 = 2600 

Pa (3 12) 

Z = 500 • 3 -1- 400 • 2 = 2300 

(412) 

Z = 500•4 + 400•2 = 2800 

Pei 5|0) 

Z = 500•5 + 400•0 = 2500 

Pii 015) 

Z = 500 • 0 -1- 400 • 5 = 2000 

Ps (3,75| 2,5) 

Z = 500 • 3,75 + 400 • 2,5 = 2875 
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Die Gleichung Z = 500 jc+ 400j be¬ 
schreibt bei verschiedenen Werten für Z 
eine Schar von parallelen Geraden. 

Um diese zu zeichnen, wählen wir für Z 
einen bestimmten Wert, so daß die Ge¬ 
rade einfach zu zeichnen ist. 

Günstig ist die Wahl eines gemeinsamen 
Vielfachen der Koeffizienten von x und y, 
weil dann die Achsenabschnitte ganz¬ 
zahlig sind. 

Der Wert für Z soll auch nicht zu klein 
sein, damit die Genauigkeit nicht leidet. 

Wir wählen Z = 4000 und zeichnen die 
Gerade 500 x 4- 400 y = 4000: 



Je größer Z ist, um so weiter ist die entsprechende Gerade vom Ursprung weg. 

Da (x\y) im zulässigen Bereich liegen muß, verschieben wir die gezeichnete 
Gerade solange parallel, bis mindestens ein Punkt im zulässigen Bereich liegt und 
die Gerade möglichst weit vom Ursprung entfernt ist. 


Dieser Punkt stellt die günstigste Lösung dar. Er liegt auf der Geraden Z max , die den 
größtmöglichen Gewinn darstellt. 

Der Punkt P ist der Schnittpunkt der Geraden g A und g 2 . 

Wir berechnen seine Koordinaten, indem wir das Gleichungssystem (I) und (II) lösen: 

(I) 2x+ y = 10 

(II) 2 jc + 3y = 15 x = 3,75 y = 2,5 P(3,75|2,5) 

Der Gewinn beträgt dann Z max = 500 • 3,75 + 400 • 2,5 = 2875 

Der maximale Gewinn wird erzielt, wenn von der ersten Brotsorte 3,75 ME und von 
der zweiten 2,5 ME erzeugt werden; er beträgt 2 875 S. 

Dabei sind beide Maschinen voll ausgelastet. 


2. Minimumaufgabe 

Zur Erhaltung seiner Gesundheit benötigt der Mensch wöchentlich (unter anderem) 
mindestens 200 mg Vitamin B, 720 mg Vitamin C und 60 mg Vitamin H. 

Eine Apotheke bietet zwei Mischungen an: 

Mischung A: 20 mg Vitamin B, 180 mg Vitamin C, 5 mg Vitamin H; 

Preis 1,6 S/mg. 

Mischung B: 20 mg Vitamin B, 60 mg Vitamin C, 15 mg Vitamin H; 

Preis 3,2 S/mg. 

Wie viele Gramm von jeder Mischung soll man kaufen, um den Mindestbedarf mit 
möglichst geringen Kosten zu decken? 
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Lösung: 

Die Kosten sollen ein Minimum werden: Z = Minimum! 



Mischung A 

Mischung B 

Gesamt 
(pro Woche) 

mg 

1 


1 

y 

x + y 

Kosten 

1,6 

1,6* 

3,2 

3,2 y 

Z = l,6x + 3,2 >> 

Nebenbedingungen: 




(I) Vitamin B 

20 

20 jc 

20 

20 y 

>200 

(II) VitaminC 

180 

180* 

60 

60 y 

>720 

(III) Vitamin H 

5 

5x 

15 

15 y 

> 60 


Unser mathematisches Modell sieht folgendermaßen aus: 

Nebenbedingung (I): 20x+ 20y>200 Vitamin B 

Nebenbedingung (II): 180 x + 60j>^720 Vitamin C 

Nebenbedingung (III): 5x + 15^^ 60 Vitamin H 

Z = 1,6 x 4- 3,2 y = Minimum! Kosten 

Die Lösungsmenge des Ungleichungssystems (I) a (II) a (III) ergibt den für x und y 
zulässigen Bereich: 


12 ^ 


9 
8 

Wir wählen zum Zeichnen Z = 12,8 7 

und erhalten: \ in ß 


z 5 


Die Gerade Z min , die die kleinstmög- 
lichen Kosten darstellt, schneidet 3 
das zulässige Gebiet im Punkt P. Aus 2 
der Zeichnung ist zu ersehen, daß 
der Punkt P der Schnittpunkt der 1 
Geraden g\ und g 3 ist. 

Wir berechnen seine Koordinaten: -1 

gp. 20x + 20y = 200 

g 3 \ 5x + 15 y= 60 x = 9 y = 1 P(9|l) 

Die Kosten betragen für eine Woche: Z min = 1,6 • 9 + 3,2 • 1 = 17,6 

Der günstigste Kauf besteht also etwa aus 9 g von Mischung A und 1 g von 

Mischung B. Die Kosten betragen 17,6 S. .. 2 


( 810 ) 


( 014 ) 


Wir zeichnen g u g 2 , g 3 : 


Si 

(1010) 

(0110) 

g2 

(410) 

(0112) 

g3 

(1210) 

(014) 



Dabei ist der Bedarf an Vitamin B und H genau gedeckt, jener von Vitamin C weit überschritten. 
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3. Beispiel mit entarteter Lösung 

Eine Bedarfsfluggesellschaft möchte Flugzeuge unterschiedlicher Größe mieten, und 
zwar zwei verschiedene Typen. Es werden ihr angeboten: 

Typ A : 50 Personen, 300 kg zusätzliche Nutzlast, 21000 S Betriebskosten, 

Typ B : 100 Personen, 200 kg zusätzliche Nutzlast, 14000 S Betriebskosten. 

Die Fluggesellschaft hat täglich mindestens 500 Personen und mindestens 1800 kg 
Nutzlast zu befördern. 

Wie viele Flugzeuge der beiden Typen soll sie mieten, wenn die Betriebskosten mög¬ 
lichst klein sein sollen? 


Lösung: 

Die Betriebskosten sollen möglichst klein sein: Z= Minimum! 



Typ A 

Typ B 

Gesamt 

Anzahl der Flugzeuge 

1 

X 

1 

y 

x+y 

Betriebskosten (in S) 

21000 

21000 jc 

14000 

14000y 

Z = 21 000 jc +14 000 

Nebenbedingungen: 




(I) Personen 

50 

50 jc 

100 

100 .y 

> 500 

(II) Nutzlast (in kg) 

300 

300 jc 

200 

200 y 

>1800 


Unser mathematisches Modell sieht folgendermaßen aus: 


Nebenbedingung (I): 50 x+ 100^^ 500 Personen 

Nebenbedingung (II): 300 jc + 200^^1800 Nutzlast 

Zielfunktion: Z = 21000 jc 4-14000^ = Minimum! Betriebskosten 

Die Lösungsmenge des Ungleichungssystems (I) a (II) ergibt den für x und y zuläs¬ 
sigen Bereich: 

Wir zeichnen g\ [(1010), (015)], 
ft[( 610), (019)] 
und für Z = 42000 

&[( 210 ), ( 013 )]. 

Die Betriebskosten Z sollen möglichst 
klein sein. Die Gerade mit kleinstem Z, 
deren Durchschnitt mit dem zulässigen 
Bereich nicht leer ist, ist die Gerade g 2 . 

Da jc und y ganzzahlig sein müssen, 
sind nur Punkte mit ganzzahligen Koor¬ 
dinaten Lösungen. Das sind die Punkte: 

P\ (019), P 2 (216) und P 3 (4|3). 

Weil alle drei Punkte auf der gleichen 
Geraden Z min = g 2 liegen, sind die Be¬ 
triebskosten in allen drei Fällen gleich 
groß. 

Wir berechnen sie für P x : 

Z min = 21000 • 0 +14 000 • 9 = 126 000. 

Die minimalen Betriebskosten von 126000 S werden erreicht, wenn: 

9 Maschinen vom Typ A oder 2 Maschinen vom Typ A und 6 Maschinen vom Typ B 
oder 4 Maschinen vom Typ A und 3 Maschinen vom Typ B gemietet werden. 
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4. Transportkostenproblem 

Im Lager Lj einer Firma lagern 1000 Geräte, im Lager L q 1500 Geräte. 
Diese Geräte werden an drei Händler ZZ,, ZZ 2 , Z/ 3 ausgeliefert. 

Der Bedarf und die Transportkosten sind in der Tabelle angeführt. 


Händler 

Bedarf 

Transportkostei 
von Lager Z^ 

i je Gerät (in S) 
von Lager Z^ 


800 

150 

200 

h 2 

1000 

200 

220 

H 3 

700 

180 

250 


Wie ist der Transport durchzuführen, damit die Transportkosten möglichst gering 
sind? 

Lösung: 

Die Transportkosten sollen minimiert werden! 

Überschlagsrechnung: «2500 Geräte -200 S/Gerät = 500000 S 

Die Zielfunktion Z für die Transportkosten lautet: 

Z= (Anzahl Ü-+H ,)-150 + (Anzahl U - H 2 )• 200 + (Anzahl Z^ZZ 3 )-180 
+ (Anzahl HJ • 200 4- (Anzahl 1^-+ ZZ 2 ) • 220 + (Anzahl Z^-*- ZZ 3 ) • 250 

Wir stellen ein Schema für den Transport auf: 



Wir wollen in der Ebene bleiben und müssen daher mit zwei Variablen auskommen. 
Wir setzen: x .. . Anzahl der Geräte, die von Z^ nach ZZ, transportiert werden. 

y ... Anzahl der Geräte, die von Z^ nach ZZ 2 transportiert werden. 

Somit werden 1000 — (x + Geräte von Z^ nach Z/ 3 gebracht. 

ZZ, hat einen Bedarf von 800 Geräten. Von Z^ hat er bereits x Geräte erhalten. Er muß 
daher noch 800 —x Geräte von Z^ erhalten. 

Hi hat einen Bedarf von 1000 Geräten. Von L, hat er bereits y Geräte erhalten. Er muß 
daher noch 1000 — y Geräte von Z^ erhalten. 

Z/ 3 hat einen Bedarf von 700 Geräten. Von Z^ hat er bereits 1000 — (x + j>) Geräte er¬ 
halten. Es fehlen noch 700 — (1000 — (x + y)), also — 300 + x + y Geräte von Lo . 

Wir setzen die Variablen in die Zielfunktion Z ein und erhalten: 

Z = 150x + 200j/ +180-(1000 —(x + v)) 

+ 200 • (800 — x) 4- 220 • (1000 — v) + 250 • (— 300 + x + j/) 

Z = 20 x 4- 50>> 4- 485 000 








































9. Lineare Gleichungen und Ungleichungen in mehreren Variablen 


205 


Die Liefermengen müssen positiv sein, daher müssen folgende Nebenbedingungen 
erfüllt werden: 


( I ) *>0 

(IV) 800 —x >0 


(II) y >0 
(V) 1000-j^>0 


(III) 1000 —(x + _y)>0 
(VI) — 300 + X +j>0 


Mathematisches Modell: 


Zielfunktion: 
Nebenbedingungen: 


Z = 20 x + 50y + 485 000 = Minimum! 



> 


x + y <1000 
jc < 800 
^<1000 
x+y> 300 

Das Planungsfeld ist ein abgeschlos¬ 
senes Polygon, das in dem durch 
die Geraden jc + j> = 300 und 
x + ^ = 1000 begrenzten Streifen liegt. 
Der Graph der Zielfunktion ist eine 
Gerade mit der Steigung k= —0,4. 
Z min ist somit parallel zu g[(1000|0), 
(01400)] und geht durch (30010), den 
untersten Eckpunkt des Planungs¬ 
polygons. 


100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 x 


Beachten Sie: 

Wir können die rechnerische Überprüfung 
der Kosten auf die Eckpunkte des Planungs¬ 
polygons beschränken, weil Punkte inner¬ 
halb desselben als Optimum nicht in Frage 
kommen. 


X 

y 

z 

0 

1000 

535000 

800 

200 

511000 

800 

0 

501 000 

300 

0 

491000 

0 

300 

500000 


Ergebnis unserer Berechnung 

Minimale Transportkosten von 491000 S treten bei folgendem Transportplan auf: 


Händler 

Bedarf 

Trar 

Stück 

isport vc 
Kost» 
*) 

»n L] 
en (in S) 

**) 

Trar 

Stück 

isport vc 
Kost' 
*) 

in Lo 
en (in S) 

**) 

H i 

800 

300 

150 

45 000 

500 

200 

100000 

h 2 

1000 

0 

200 

0 

1000 

220 

220000 

h 3 

700 

700 

180 

126000 

0 

250 

0 


171000 


320000 


') je Stück 


**) gesamt 
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Zusammenfassung: 


Problem: 

Gegeben ist die lineare Funktion Z — n x x + n Y y, die Zielfunktion. 

1. Gesucht ist jenes Paar (x; j>) für das Z einen maximalen bzw. minimalen Wert ein¬ 
nimmt. 

2. Die Bestimmung dieses Paares wird durch eine Anzahl von linearen Ungleichungen 
(in x und y ) eingeschränkt. 

Diese Nebenbedingungen grenzen den zulässigen Bereich ein. 

3. Im allgemeinen gilt: G = [R + x [R + . 

Lösungsmethode: 

1. Wir bestimmen graphisch den zulässigen Bereich als Durchschnitt der Halbebenen, 
die den Ungleichungen entsprechen. 

2. Die Lösung besteht (im allgemeinen) aus einem Paar (x;j>), welches in der Regel 
einen Eckpunkt des zulässigen Bereichs darstellt. 

Müssen die Lösungen ganzzahlig sein und ist (x; y ) kein Gitterpunkt (Punkt mit ganz¬ 
zahligen Koordinaten), so ist der nächstliegende Gitterpunkt des zulässigen Bereiches 
zu nehmen. 

3. Wir zeichnen eine der Zielfunktion Z = n x x 4- n ] ,y entsprechende Gerade. 

Wenn Z möglichst groß sein soll, zeichnen wir eine parallele Gerade durch die 
äußerste Ecke des zulässigen Bereichs. 

Wenn Z möglichst klein sein soll, zeichnen wir eine parallele Gerade durch die 
innerste Ecke. 

4. Die Koordinaten jenes Eckpunktes, der auf der äußersten bzw. innersten Zielgeraden 
liegt, sind die optimalen Lösungszahlen des Problems. 

5. Ist die Zielgerade zu einer Begrenzungsgeraden parallel, so besteht die Menge der ge¬ 
meinsamen Punkte aus einer Strecke. Es sind dann alle Punkte (bzw. Gitterpunkte) 
dieser Strecke Lösungen des Problems (entartete Lösung). 


AUFGABEN 


9.129 Berechnen Sie die Werte von Z für alle Eckpunkte des Polygons. 


a) Z = 4x + 2y + 12 
x+ y < 7 
8 x + 5y <41 
x > 0 
y > 0 


b) Z = 5x + ly 

3x -t-4>> <24 
3x + 2.y<16 
x > 0 
y> 0 


c)Z= x + 7 4-15 
2 x + 6y <22 
5x + 3y <31 
x > 1 
y > 0 


9.130 Ermitteln Sie Z max . 

a) Z = 2x + 3y + 25 
x+ y< 7 
2x + 5^<20 
x > 0 
y> 0 


b) Z = 2x + 7_y 

3x + 4y <12 
x+4 y< 8 
x > 0 
y> 0 


c) Z=5x + 7j + 20 
3x+ y< 24 
5x + 3j><15 
x > 1 
y> 0 
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9.131 Ermitteln Sie Z max . 




a) Z = 10x + 10>> 

b) wie a), jedoch x, y e N 

c) Z=10x-\-15y 

x + 

2y< 10 


2x + 

4 y <180 

x + 

y < 6 


3x + 

3y< 180 

2x + 

y< 10 


4x + 

y > 180 

X 

> 0 


X 

> 0 


y > 0 



y > 0 

9.132 Ermitteln Sie 

z 




a) Z = x + 

3y-\- 400 

b) Z = 2x+ 5y + ll 

c) Z = x + 

3^ + 10 

x + 

y< 800 

7 jc + 10y <70 

x + 

5 y< 5 

2x + 

3 ^>600 

5x + 6y<30 

5x + 

2y < 10 

X 

> 0 

x >0 

X 

> 0 


y > 0 

y — 3 


y> 0 

X 

<400 

JC <4 




;/<300 

y < 6 




9.133 Optimieren Sie die folgenden Transporte bezüglich der in den Tabellen angeführten 
Größen. 

A u A 2 ... Anbieter B 1? B 2 , B 3 . . . Bedarfsorte 

M 1? ... benötigte Menge am Ort B, L 1? ... gelagerte Menge des Anbieters Aj 

Der Transport von 1 ME vom Anbieter Ai zum Bedarfsort B, kostet 12 S usw. 


a) 

Bi 

b 2 

b 3 

Li 

Ai 

12 

8 

3 

100 

a 2 

10 

9 

4 

80 

Mj 

70 

60 

50 



b) 

Bi 

b 2 

b 3 

Li 

Ai 

50 

56 

80 

1200 

a 2 

50 

60 

75 

1300 


400 

1100 

1000 



9.134 Für die Erzeugung zweier chemischer Substanzen benötigt man je Tonne auf der er¬ 
sten Maschine 2 Stunden bzw. 1 Stunde, auf der zweiten Maschine 2 bzw. 3 Stunden. 
Die erste Maschine ist insgesamt 40 Stunden einsetzbar, die zweite höchstens 
60 Stunden. 

Der Erlös pro Tonne beträgt 5 Gewinneinheiten (GE) bzw. 4 GE. 

Der Gesamterlös soll möglichst groß werden. 

9.135 Ein Bauer hat insgesamt 30 ha Land zum Anbau von Weizen und Roggen zur Verfü¬ 
gung. 

Für einen Hektar Weizenaussaat benötigt er 1 Manntag (Arbeitsleistung, die ein Mann 
in einem Tag erbringen kann), für Roggenaussaat 2 Manntage, insgesamt stehen ihm 
höchstens 50 Manntage zur Verfügung. 

Das Saatgut kostet für Weizen 1600 S je ha, für Roggen 800 S. 

Er kann dafür höchstens 40000 S ausgeben. 

Der Gewinn je ha beträgt bei Weizen 3200 S, bei Roggen 4800 S. 

Wie soll der Bauer sein Land auf Weizen- und Roggenfelder aufteilen, wenn er einen 
möglichst großen Gewinn erzielen will? 

9.136 In einem Kieswerk können an einem Tag höchstens 35 t produziert werden. 

Für eine Tonne der Sorte I müssen 2 Mannstunden, bei der Sorte II nur 1 Mannstunde 
aufgewendet werden. 

Insgesamt stehen 60 Mannstunden zur Verfügung. 

Die Unkosten betragen bei der Sorte I 80 S je Tonne, bei der Sorte II 240 S. 

Die Unkosten sollen 6000 S nicht überschreiten. 

Der Gewinn je Tonne beträgt 640 S bzw. 960 S. 

Wie soll das Erzeugungsprogramm aussehen, damit der Gewinn möglichst groß ist? 
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9. Lineare Gleichungen und Ungleichungen in mehreren Variablen 


9.137 Eine Baugesellschaft hat ein Grundstück von 12000 m 2 erworben. Auf ihm sollen 
Häuser mit Gärten für je 15 Personen und solche ohne Gärten für 21 Personen gebaut 
werden. Die Kosten betragen bei der Type A 4000000 S, bei der Type B 6000000 S. 
Insgesamt steht ein Betrag von 120000000 S zur Verfügung. 

Für die Type A benötigt man 600 m 2 , für die Type B nur 400 m 2 . 

Für die Type A benötigt man 6000 Arbeitsstunden, für die Type B 12000, wobei insge¬ 
samt höchstens 228000 Stunden verfügbar sind. 

Nach dem Bebauungsplan dürfen nicht mehr als 16 Häuser vom Typ A gebaut 
werden. 

Wie viele Häuser vom Typ A und B sollen gebaut werden, um möglichst vielen Per¬ 
sonen zu einer Wohnung verhelfen zu können? 

9.138 Für die Erzeugung zweier Artikel A und B muß je Stück 1 Stunde bzw. 2 Stunden an 
Arbeitszeit an einer Maschine aufgewendet werden, die höchstens 24 Stunden zur Ver¬ 
fügung steht. An elektrischer Energie benötigt man 3 kWh bzw. 2 kWh bei höchstens 
42 kWh Verbrauch. 

Erdgas wird 1 m 3 bzw. 4 m 3 verbraucht (insgesamt jedoch höchstens 44 m 3 ). 

An verschiedenen Rohstoffen benötigt man 500 kg bzw. 600 kg, jedoch höchstens 
8400 kg. Vom Artikel A benötigt man höchstens 12 Stück. 

Der Deckungsbeitrag beträgt 2 GE bzw. 3 GE (je Stück). 

Die Produktion ist so vorzunehmen, daß der gesamte Deckungsbeitrag möglichst groß 
wird. 

9.139 Angabe wie Aufgabe9.138: Maschine: 2 Stunden bzw. 1 Stunde, höchstens 32 Stunden. 

Energie: 3 kWh bzw. 1 kWh, höchstens 44 kWh. Erdgas: 4 m 3 bzw. 1 m 3 , höchstens 56 m 3 . 

Rohstoff: Je 100 kg, höchstens 2800 kg. Deckungsbeitrag: 3 GE bzw. 2 GE. 

9.140 Für die Erzeugung zweier Metallegierungen A und B benötigt man pro Tonne je 
1 Stunde Arbeitszeit (höchstens 27 Stunden zur Verfügung), 1 kWh bzw. 3 kWh elektri¬ 
sche Energie (höchstens 57 kWh verfügbar) und 200 kg bzw. 300 kg verschiedene 
Hilfsstoffe (höchstens 6300 kg vorhanden). 

Außerdem sollen von der Legierung A höchstens 24 t erzeugt werden, von der Legie¬ 
rung B höchstens 18 t. Der Gewinn beträgt 3 GE bzw. 4 GE je Tonne. 

Wie ist die Produktion zu planen, um einen möglichst großen Gewinn zu erzielen? 

9.141 Zwei Artikel A und B benötigen zur Erzeugung insgesamt 4 Maschinen, und zwar Ar¬ 
tikel A 3 Stunden auf Maschine I, 2 Stunden auf Maschine II und 6 Stunden auf Ma¬ 
schine IV. Für Artikel B werden die Maschinen I (5 Stunden), III (4 Stunden) und IV 
(3 Stunden) benötigt. 

Die Maschinen können 77, 25, 50 bzw. 84 Stunden eingesetzt werden. 

Der Verkaufspreis des Artikels A beträgt 12 GE, der des Artikels B 6 GE. 

Wie ist die Produktion zu planen, wenn der Gesamterlös möglichst groß sein soll? 

9.142 Zwei Legierungen sollen (u. a.) Nickel und Chrom enthalten, und zwar Legierung A 
200 kg Ni und 200 kg Cr, Legierung B 100 kg Ni und 300 kg Cr pro Tonne fertiger Le¬ 
gierung. 

Von Legierung A sollen so viele Tonnen erzeugt werden, daß insgesamt mindestens 
500 kg an Ni und Cr enthalten sind, in B sollen davon mindestens 400 kg enthalten 
sein. Der Preis der Rohstoffe beträgt 19 GE/t (Ni) bzw. 15 GE/t (Cr). 

Die Produktion ist so zu planen, daß die Gesamtkosten möglichst klein werden. 

9.143 Aus zwei Nahrungsmitteln sollen Rationen mit bestimmten Mindestanforderungen 
möglichst kostengünstig zusammengestellt werden. 

Die Bestandteile der Sorte I betragen je kg 10 g Eiweiß, 10 g Kohlehydrate, 400 kJ 
Nährwert, die der Sorte II 5 g Fett, 10 g Kohlehydrate, 800 kJ Nährwert. 

Die Kilopreise sind 16 S bzw. 24 S. Die Mindestration soll aus 20 g Eiweiß, 5 g Fett, 
80 g Kohlehydrate und 4800 kJ Nährwert bestehen. 



GEOMETRIE 


10. Grundbegriffe der Geometrie 


Nach dem Durcharbeiten dieses Abschnitts werden Sie folgendes können: 

■ die Sprechweise für die Lagebeziehungen zwischen Punkten und Geraden angeben; 

■ die durch Symbole gegebenen Lagebeziehungen zwischen Punkten und Geraden geometrisch 
darstellen; 

■ die gegenseitige Lage von zwei Geraden der Ebene durch ihren Durchschnitt charakterisieren; 

■ die Begriffe Gerade, Halbgerade, Strahl, Pfeil und Strecke erklären; 

■ die Begriffe Halbebene und Streifen erklären; 

■ Einheiten des Gradmaßes und ihre Unterteilung angeben; 

■ Minuten und Sekunden in Dezimalteile eines Grades umrechnen und umgekehrt; 

■ die Begriffe spitzer Winkel, rechter Winkel, stumpfer Winkel, gestreckter Winkel, erhabener Winkel 
erklären; 

■ Grundrechenoperationen an Winkeln vornehmen; 

■ in einer gegebenen Figur gleich große Winkel, Komplementwinkel, Supplementwinkel, Parallel¬ 
winkel, Normalwinkel, Scheitelwinkel und Nebenwinkel identifizieren; 

■ die Punktmengen Kreislinie, Streckensymmetrale, Winkelsymmetralenpaar, Parallelensymmetrale 
und Parallelenpaar bezüglich einer Geraden zeichnen und in der Mengensymbolik angeben; 

■ Skalare und Vektoren unterscheiden; 

■ den Betrag eines Vektors angeben; 

■ die Gleichheit von Vektoren beurteilen; 

■ einen Vektor durch Koordinaten darstellen; 

■ einen Vektor durch Komponenten darstellen; 

■ Vektoren addieren und subtrahieren und mit einer Zahl multiplizieren; 

■ von einem Vektor den Einheitsvektor und den Gegenvektor berechnen. 


10.1 Einführung 


Das Wort Geometrie stammt aus dem Griechischen und bedeutete ursprünglich Erdmessung. 


Heute verstehen wir unter Geometrie im weitesten Sinn die Lehre vom Raum. 


Die Elementargeometrie des dreidimensionalen Raums 1 nennt man Stereometrie, die Ele¬ 
mentargeometrie der Ebene heißt Planimetrie. 

Die Grundelemente der Geometrie sind Punkte, Geraden und Ebenen. 

Es ist eine Hauptaufgabe der Geometrie, die Beziehungen zwischen diesen Elementen zu un¬ 
tersuchen und zu beschreiben. 


eindimensionale Gebilde: Strecke, Strahl, . . . (Ausdehnung in eine Richtung) 
zweidimensionale Gebilde: Dreieck, Kreis, ... (Ausdehnung in zwei Richtungen) 
dreidimensionale Gebilde: Quader, Kegel, . . . (Ausdehnung in drei Richtungen) 
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Die Mathematik der klassischen Antike ist die Mathematik der Griechen. 

Wir unterscheiden: 

1. Ionische Periode, 600 v. Chr.—400 v. Chr. 

Thaies, Pythagoras, Hypokrates,... 

2. Athenische Periode, 400 v. Chr.—300 v. Chr. 

Platon, Aristoteles,... 

3. Alexandrinische Periode, 300 v. Chr.—200 v. Chr. 

Archimedes, Apollonis,... 

4. Spätzeit, 200 v. Chr.—300 n. Chr. 

Heron, Ptolemaios, Diophantos,... 

Thaies von Milet (624 v. Chr.-545 v. Chr.) 

gründete die ionische Philosophenschule, war einer der „sieben Weisen“ Grie¬ 
chenlands. 

Thaies ist der erste Mathematiker, dem spezielle Resultate zugeschrieben 
werden. Er hat den Beweis in der Geometrie eingeführt und die Geometrie lo¬ 
gisch aufgebaut. 

Er berechnete die Höhe der ägyptischen Pyramiden aus der Länge ihrer 
Schatten mittels der Ähnlichkeit von Dreiecken. 

Er berechnete die Sonnenfinsternis vom 28. Mai 585 v. Chr. im voraus. 

Er sah im Wasser das Urprinzip des Lebens und faßte die Erde als schwim¬ 
mende, kreisförmige Scheibe auf. 

Von seinem phönikischen Vater erbte er ein kleines Geschäft, das er zu einer großen Exportfirma aus¬ 
baute. Es ist überliefert, daß er vor einer großen Olivenernte zeitgerecht alle Ölpressen von Milet pach¬ 
tete und so seinen Reichtum wesentlich vermehrte. 




Pythagoras von Samos (580 v. Chr.—496 v. Chr.) 

bereiste als Sohn eines reichen Kaufmanns Ägypten, Italien, Persien, Babylon. 

In der Zeit, in der im Osten Buddha aufstand und Kung Fu Tse und Lao Tse 
ihre Philosophie verkündeten, gründete Pythagoras in Süditalien den nach 
ihm benannten Geheimbund. 

Von Pythagoras sind keine Schriften bekannt. Er diskutierte im Kreise seiner 
Schüler. 

Den nach ihm benannten Satz kannten in der Form 3 2 + 4 2 = 5 2 bereits die 
Babylonier. Er bewies ihn allgemein. 

Seine philosophische Lehre gipfelt in der Behauptung, daß die Zahl das 
Wesentliche aller Dinge der Welt sei. 

Pythagoras begründete die wissenschaftliche Akustik. 

Der pythagoräische Bund hat sich später in die Politik gemischt und wurde um 470 v. Chr. aufgelöst. 


Platon (427 v. Chr.-347 v. Chr.) 

wurde geboren, als das „Goldene Zeitalter des Perikies“ zu Ende war. In 
Athen starb Perikies an der Pest, der Peloponnesische Krieg begann. 

Platon war der bedeutendste Idealist der Antike. Er trat z. B. für eine gleichbe¬ 
rechtigte Erziehung für Buben und Mädchen ein. 

Platon erfüllte die Philosophie mit Mathematik. Er forderte, die Mathematik 
auf Axiomen aufzubauen und auf diese ein lückenloses und widerspruchs¬ 
freies Gebäude aufzusetzen. 

Er führte die „Analytische Methode“ ein: Von einer gedachten Lösung aus¬ 
gehend wird die Konstruktion auf bekannte Sätze zurückgeführt. Ferner ist 
jede Konstruktion durch Untersuchung ihrer Grenzen abzuschließen. 

Platon gründete und leitete die Akademie in Athen, über deren Eingang der 
Satz „Kein der Geometrie Unkundiger möge hier eintreten“ stand. 
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Heron von Alexandrien (ca. 100 v. Chr.) 

bewies die von Archimedes stammende, nach ihm benannte Flächenformel. 
Er verfaßte Werke, in welchen er die damals bekannte Mathematik zusam¬ 
menfaßte, z. B. die „Metrika“, die jahrhundertelang verwendet wurden. Heron 
lieferte eine Ableitung des Reflexionsgesetzes, konstruierte einen Diopter 
(einen Theodoliten ohne Fernrohr), kannte die Verwendung von Zahnrädern, 
beschrieb Geräte, die auf hydrostatischen Gesetzen beruhen. 

Auf dem Heronsball, einem teilweise mit Wasser gefüllten Gefäß, aus dem 
durch Einblasen von Luft Wasser getrieben wird, beruhen der Windkessel bei 
Flüssigkeitspumpen und die Siphonflasche. 



10.2 Punkte und Geraden 


Wir fassen die Ebene, in der wir Geometrie betreiben, als Punktmenge auf. Die in dieser 
Ebene liegenden Geraden sind daher ebenfalls Punktmengen . 

Ein Punkt P kann bezüglich einer Geraden g zwei Lagen haben: 

1. P liegt auf g; wir schreiben P e g. 

2 . P liegt nicht auf g; wir schreibe n P $ g. 

Durch zwei verschiedene Punkte A und B ist genau eine Gerade bestimmt. 


9i _9s 

P 

Wir bezeichnen diese Gerade mit g Jeder Punkt P der Geraden g zerlegt g in zwei 

oder g [AB] oder g [BÄ] oder [A B). Halbgeraden, die wir mit g A und g 2 be¬ 

zeichnen. 

AB ist eine Strecke, ein nichtorientiertes Gebilde. 

AB (zuerst kommt A, dann B ) ist ein orientiertes Gebilde, ein Pfeil, 
g, und g 2 sind (nichtorientierte) Halbgeraden. 

g*J und ~g 2 haben den Anfangspunkt P, sie sind damit orientierte Halbgeraden, Strahlen ge¬ 
nannt. 



Wenn zwei Geraden g A und g 2 genau einen Punkt S gemeinsam haben, so bezeichnen wir 
S als Schnittpunkt dieser Geraden. 

Wenn g A und g 2 keinen Punkt gemeinsam haben oder wenn g x und g 2 zusammenfallen, 
so heißen sie zueinander parallel. . . } 


Im engeren Sinn kann man zwischen parallelen Geraden (g! n g 2 = { }) und Doppelgeraden (gi = g 2 ) 
unterscheiden. 
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Wir erkennen, daß in der Ebene die folgenden Beziehungen gelten: 

gi t gi <=> gi n g 2 = {S} 

gi II gi o gi n g 2 = { } v g 1 n g 2 = gi = g 2 


Weitere Definitionen: 


Die Menge aller Geraden einer Ebene, die durch einen 
Punkt £ gehen, nennt man ein Geradenbüschel. 



Die Menge aller zueinander parallelen Geraden einer - 

Ebene heißt Parallelenbüschel. 

^ 9 

Durch das Büschel der zu g parallelen Geraden einer Ebene 
ist eine Richtung festgelegt. 


Eine wichtige Rolle in der Geschichte der mathematischen 
Grundlagenforschung spielte das sogenannte Parallelen- 
axiom. Es lautet: 



Zu einer gegebenen Geraden g einer Ebene E gibt es durch jeden Punkt P e E, der nicht 
auf g liegt, genau eine Parallele p. 


Einen weiteren wichtigen Fall bilden Geraden, die zuein¬ 
ander normal sind. Zu jeder Geraden g der Ebene E gibt es 
unendlich viele Geraden «, e E, die normal zu g sind 1 . 


Durch jeden Punkt P e E gibt es genau eine Gerade n der 
Ebene E, die normal zu g ist. 



Wenn eine Gerade g normal zu einer Geraden n ist, so schreiben wir: g En. 
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10.3 Strecken, ebene Figuren, Halbebenen und Streifen 


Das durch die Punkte A und B begrenzte Geradenstück nennt man die Strecke AB. 

A und B heißen Endpunkte der Strecke AB. 

Wenn die Strecke AB auf der Geraden g liegt, dann gilt: ABc^g. 

Die Vereinigungsmenge mehrerer Strecken, von denen je zwei aufeinanderfolgende 
einen gemeinsamen Endpunkt haben, heißt Streckenzug. 

Ein Streckenzug, dessen Anfangs- und Endpunkt zusammenfallen, heißt geschlossener 
Streckenzug oder Vieleck. 




Die Strecken heißen die Seiten des Vielecks, die Endpunkte der Strecken heißen die Ecken 
des Vielecks. Die Verbindungsstrecken (bzw. die Verbindungsgeraden) je zweier nicht auf¬ 
einanderfolgender Endpunkte heißen Diagonalen des Vielecks. 

Ein Vieleck mit n Ecken bezeichnet man als n- Eck. 


Vielecke, bei denen alle Diagonalen innerhalb des Vielecks liegen, bezeichnet man als 
konvexe Vielecke. 

Vielecke, bei denen zwei nicht aufeinanderfolgende Seiten einander schneiden, heißen 

überschlagene Vielecke. 

Nichtüberschlagene Vielecke, bei denen mindestens eine Diagonale außerhalb des Viel¬ 
ecks liegt, heißen konkave Vielecke 1 . 



Der von den Seiten eines Vielecks begrenzte Teil der Ebene heißt Fläche dieses Vielecks. 

Wenn sich zwei Strecken AB und PQ zur Deckung bringen lassen, so bezeichnen wir sie als 
kongruente Strecken 2 . Wir schreiben in diesem Fall AB ss PQ. 

Alle Strecken, die zur Menge der mit AB kongruenten Strecken gehören, haben ein meßbares 
Merkmal, die Länge AB. .. . 3 


1 In Analogie zur Optik: konkav (lat. concavus) = nach innen (gewölbt); konvex (lat. convexus) = nach 
außen (gewölbt). 

2 congruere (lat.) = übereinstimmen 

3 Beachten Sie: AB = CD heißt, daß die als Punktmengen aufgefaßten Strecken AB und CD in sämtli¬ 
chen Punkten übereinstimmen. 

AB = CD hingegen heißt, daß die Strecken AB und CD gleich lang, also kongruent sind. 
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Die Länge AB wird durch das Produkt eines Zahlenwertes mit einer Längeneinheit ange¬ 
geben. 


Die Einheit der Länge ist das Meter (Abkürzung: m). . . } 


Vielfache und Teile der Einheit Meter werden durch Vorsetzen der genormten Vorsilben ge¬ 
kennzeichnet. 


Wir führen durch zweckmäßige Definitionen die Begriffe „Entfernung zweier Punkte“, „Ab¬ 
stand einer Geraden von einem Punkt“ und „Abstand zweier paralleler Geraden“ auf den 
Begriff „Streckenlänge“ zurück. 


Unter der Entfernung zweier Punkte A und B verstehen wir die Länge der von A und B 
begrenzten Strecke AB. 

Unter Abstand des Punkts P von der Geraden g verstehen wir die kleinste der Entfer¬ 
nungen zwischen dem Punkt P und allen Punkten der Geraden g, die Streckenlänge FP. 
Der Fußpunkt F ist der Schnittpunkt der Normalen durch P auf g. 

Es gilt: gP = FP 


Unter dem Abstand der zueinander parallelen 
Geraden g, und g 2 verstehen wir den Abstand 

eines beliebigen Punkts einer der Parallelen von _g_^_ g 2 ^ _ (> _ 

der anderen 2 . F F i p 2 


Weiters definieren wir: 

G, 

Jede Gerade g 6 E teilt die Ebene E in zwei Halbebenen, 
die wir mit G A und G 2 bezeichnen. 



Bei vielen geometrischen Aufgaben können wir unsere Betrachtungen auf die zwischen zwei 
Parallelen liegenden Flächen beschränken. 

Wir definieren daher: 


JL 


h 


g 2 


Für den aus g, und g 2 gebildeten Streifen 3 mit der Höhe h schreiben wir symbolisch [g t || g 2 ; h]. 


Die von zwei Parallelen gj und g 2 begrenzte Fläche heißt 

Parallelstreifen oder kurz Streifen. 

Der Abstand g, g 2 heißt Höhe h des aus g \ und g 2 gebil¬ 
deten Streifens. 


1 Definition auf Seite 25. 

2 Den Abstand der zueinander parallelen Geraden g A und g 2 bezeichnen wir mit gi~gi. 

3 Kurzzeichen: St Auf Seite 52 wurde bereits gezeigt, daß man einige Figuren als Durchschnitts¬ 
menge von Streifen deuten kann. 
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AUFGABEN 

10.01 Zeichnen Sie eine Gerade g und Punkte, die von g den Abstand 5 cm haben. 

10.02 Zeichnen Sie zwei einander schneidende Geraden g! und g 2 . Bestimmen Sie die Menge 
aller Punkte, die sowohl von g \ als auch von g 2 den Abstand 2 cm haben. 

10.03 Zeichnen Sie zwei Parallelen g! und g 2 mit gi g 2 = 4 cm. 

Ermitteln Sie die Menge aller Punkte, die von g A und g 2 den gleichen Abstand haben. 

10.4 Winkel 


Zwei von einem Punkt S ausgehende Strahlen a und b bilden einen Winkel. 
Der Punkt S heißt Scheitel des Winkels, die Strahlen a und b seine Schenkel. 



Bezeichnungen: Winkel ab, < ab, < a, oc, 

< ASB (wenn A auf a und B auf b liegt), < BSA. 

Die Größe eines Winkels wird im Gradmaß oder im Bogenmaß 
(siehe Seite 271) angegeben. 


Die Einheit des ebenen Winkels ist der rechte Winkel. 
Weitere Einheiten: 1 Grad (l° = l/90 des rechten Winkels) 


Einteilung der Winkel nach der Größe 


a) Nullwinkel: oc = 0° 

b) Spitze Winkel sind kleiner als 90°. 

0° <or<90° 


S 



a 


c) 


Rechte Winkel messen 90°. 


Wir sprechen: 

Der Schenkel b ist rechtwinklig zum Schenkel a 
oder 

b steht normal auf a. 

Schreibweise: b La 




d) 


Stumpfe Winkel sind größer als 90° und kleiner 
als 180°: 

90° <#<180° 
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(X 


e) Gestreckte Winkel messen 180°. / 



b 

s 

a 

f) Erhabene Winkel sind größer als 180° und 

kleiner als 360°. +— 

b 

a _ 



a 

g) Volle Winkel messen 360°. 



Rechnen mit Winkeln 1 



Voller Winkel = 360° 1° = 60' V = 60" 

Die Sekunde wird dezimal unterteilt. 1° = 3600" 


In der Technik wird fast ausschließlich die dezimale Teilung des Grades benützt. 

0,1° = 6 ' 0,01° =0,6'= 36" 


BEISPIELE 

1. Gegeben sind die Winkel: er = 57°26', ß = 44°37'. 

Es ist zu berechnen: a) a + ß b) a — ß c) 3 cc 


Lösung 

zu 

a): 

a + ß = 

= 57°26' 






+ 44° 37' 






102°03' 


Lösung 

zu 

b): 

a-ß = 

= 57°26' 

57° 





-44° 37' 






12°49' 


Lösung 

zu 

c): 

3 or = 3 

’57°26' = 172°18' 

Lösung 

zu 

d): 


26': 4 = 14° 

2T30" 





1°26' = 86 ' 



d) 


a + ß = 102°3' 


a — ß = 12°49' 

3 er = 172°18' 


- 7 - = 14°21'30" 

4 


3. 


In Grad sind zu verwandeln: a) 78°15' b) 8°49'27" 

Lösung zu a): 78° 15' = (78 +15/60)° = 78,25° 

Lösung zu b): 8°49'27" = (8 + 49/60 + 27/3600)° = 8,82417° 

17,386° sind in Grad, Minuten und Sekunden zu verwandeln. 
Lösung: 17,386° = 17+ 0,386 • 60' = 17° 23,16' 

= 17° 23' + 0,16 • 60" = 17° 23'9,6" 


78° 15'= 78,25° 
°49'27" = 8,82417° 


17,386° = 17° 23'9,6" 


1 T = 1 Minute, 1" = 1 Sekunde 
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AUFGABEN 

10.04 a) 112°36' + 17°12' 

10.05 a) 28°53'16" +131°43'39" 

10.06 a) 73°12'53" —19°38'16" + 34°24'39" 
10.07 a) 18° 12'-8 b) 83°48'30"-2 


b) 143°18'23" — 72°32'48" 
b) 173°39'12" — 95°33'23" 
b) 182° 46'03 " - 83° 42'39" - 27° 26'29 ; 
c) 24°32'15"-3 d) 79°51'44"-4 


10.08 Verwandeln Sie in Grad, Minuten und Sekunden: 

a) 3,2° b) 18,4° c) 120,851° d) 39,24° e) 68,724° 


10.09 Verwandeln Sie in Grad: 

a) 41° 12' b) 217° 15' c) 173° 19' d) 28°37' e) 39°12'45 

10.10 Berechnen Sie: 

a) 18°12'15" : 3 b) 44°18'06'' : 2 c) 18°19'53" : 5 d) 90°13'37" : 3 e) 360° : 32 


Komplementwinkel und Supplementwinkel 


Zwei beliebige Winkel mit der Summe 90° heißen Komplementwinkel; wir sagen: cc und 
ß sind komplementär. 

Zwei beliebige Winkel mit der Summe 180° heißen Supplementwinkel; wir sagen: a und 
ß sind supplementär. 


Komplementwinkel müssen nicht denselben Scheitel haben (rechtwinkliges Dreieck)! 
Supplementwinkel müssen nicht denselben Scheitel haben (Sehnenviereck)! 


Nebenwinkel und Scheitelwinkel 


Zwei einander schneidende Geraden erzeugen vier Winkel: 
Je zwei benachbarte heißen Nebenwinkel, 
je zwei gegenüberliegende heißen Scheitelwinkel. 


Es gelten folgende Sätze: 


Nebenwinkel sind supplementär. 


Es gilt: 

a + ß = ß-\-y = y + ö = ö + a = 180° 

Dieser Satz ist nicht umkehrbar, da Supplementwinkel nicht 
Nebenwinkel sein müssen! 



Scheitelwinkel sind gleich groß. 


Beweis: 

a + ß = 180° a ß + y = 180' 


cc=y 


ß + 7 = 180° a 7 + 5 = 180° => ß = 8 
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Parallelwinkel 


Winkel, deren Schenkel paarweise parallel sind, heißen Parallelwinkel. 




S, 


s, 




Parallelwinkel sind gleich groß oder supplementär. 


Zeigen Sie die Richtigkeit dieses Satzes (Parallelverschiebung, . ..)! 
Wann sind Parallelwinkel gleich, wann sind sie supplementär? 


Normalwinkel 


Winkel, deren Schenkel paarweise aufeinander normal stehen, heißen Normalwinkel. .. 2 




Normalwinkel sind gleich groß oder supplementär. 

Zeigen Sie die Richtigkeit dieses Satzes (Parallelverschiebung und Drehung bzw. Innenwinkel¬ 
satz für Dreieck und Viereck)! 

Wann sind Normalwinkel gleich, wann sind sie supplementär? 


Winkel im Raum 


Der Winkel einer Geraden g mit einer Ebene s ist jener 
Winkel, den die Gerade g mit ihrem Normalriß g 7 auf e 
einschließt 2 . 




1 Gilt nur in der Ebene! 

2 g nicht normal zu e. 


7 
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Der Winkel, den zwei Ebenen s x und s 2 einschließen 1 , wird 
definiert durch den Winkel a der Schnittgeraden a, b der 
Ebenen mit einer Normalebene e n zur gemeinsamen Ge¬ 
raden s. 



Winkel in der Praxis 

Eine ruhende Wasseroberfläche stellt sich waagrecht (horizontal) ein. Ob eine Mauerschicht 
waagrecht gemauert ist, überprüft der Maurer mit der Wasserwaage. 

Mit dem Lot oder Senkel überprüft der Maurer, ob eine Mauer lotrecht (senkrecht oder ver¬ 
tikal) steht. 


Der Höhenwinkel e (Erhebungswinkel, Elevationswinkel) 
ist der Winkel FAP, den der Sehstrahl nach P mit der Ho¬ 
rizontalebene durch das Auge A bildet. 


Die Tiefenwinkel a und ß (Senkungswinkel, Depressions¬ 
winkel) sind jene Winkel, den die Sehstrahlen nach A 
und B mit der Horizontalen durch P bilden. 



Die Messung des Neigungswinkels einer Ebene ist leicht mit Hilfe eines Winkelmessers und 
eines Lotes durchzuführen. 

Dabei muß das dargestellte Meßinstrument (Setzwaage) auf einer Geraden aufgesetzt 
werden, die zu einer Waagrechten h der Ebene normal steht 2 . 




Worauf beruht geometrisch die Setzwaage? 


sAei 

Fallgerade f 
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Das wichtigste geodätische Instrument zum Messen 
von Horizontal- und Vertikalwinkeln im Gelände ist 

der Theodolit. 

Nebenstehend ist ein einfacher, für den Schulge¬ 
brauch bestimmter Dioptertheodolit abgebildet. 

Die „Zielgerade“ wird aus einem Einblickloch und 
einer Zielspitze gebildet. Horizontal- und Vertikal¬ 
kreis sind, wie bei einem Winkelmesser, in Grade ge¬ 
teilt und werden an einem Indexstrich abgelesen. 
Zehntelgrade lassen sich schätzen. Bei größeren 
Theodoliten ermöglicht ein Nonius die genaue Teil¬ 
kreisabmessung ohne Schätzung. 

Deutlich ist auch die Dosenlibelle zu erkennen, mit 
deren Hilfe man den Horizontalkreis mittels Fuß¬ 
schrauben waagrecht stellen muß. 



Unter dem Sehwinkel ß, auch scheinbare Größe der Strecke AB 
genannt, verstehen wir jenen Winkel, unter dem die Strecke AB 
vom Punkt P aus gesehen wird. 


Die Größe des Sehwinkels allein bedingt die Größe des Netz¬ 
hautbildes. 



Den Neigungswinkel einer Straße sehen wir im Längsschnitt. 



Aus dem Querschnitt (Normalschnitt oder 
Lotschnitt) einer Böschung erkennen wir den 

Böschungswinkel. 



Bei spanabhebenden Werkzeugen unterscheiden wir folgende Winkel: 
cc ... Freiwinkel (zwischen Werkstückoberfläche 1 und Freifläche), 
ß .. . Keilwinkel (zwischen Freifläche und Spanfläche), 

Y • ■ . Spanwinkel, 

ö .. . Schnittwinkel (zwischen Werkstückoberfläche und Spanfläche). 


Tangentialebene 





















10. Grundbegriffe der Geometrie 


221 


Es bestehen die Zusammenhänge: 
ö = a + ß a + ß + y = 90° 

Technische Bedeutung: 

Ist der Freiwinkel zu klein, dann drückt das Werkzeug. 

Ist der Keilwinkel zu klein, braucht man wenig Kraft zum 
Eintreiben in das Werkstück. 

Nachteile: geringe Festigkeit und geringe Wärmeleitung. 



Unter der geographischen Breite cp eines Ortes ver¬ 
stehen wir den Winkel, den der zum betrachteten Ort 
gezogene Erdradius mit der Äquatorebene ein¬ 
schließt. 


Die geographische Breite wird vom Äquator aus nach 
Norden ( + ) und Süden ( —) je von 0° bis 90° gezählt. 


Unter der geographischen Länge A eines Ortes ver¬ 
stehen wir den Winkel, den die durch den Ort ge¬ 
hende Meridianebene mit der Ebene des Nullmeri¬ 
dians (Greenwich bei London) einschließt. 


A wird nach Osten ( + ) und Westen ( —) je von 0° bis 
180° gezählt. 



AUFGABEN 

10.11 Die Nebenwinkel zu a) 5°36' b) 17,4° c) 38°12 , 09 ,/ d) 83°42'17" 
sind zu berechnen. 

10.12 Beim Schnitt zweier Geraden mißt ein Winkel 

a) 72,6° b) 48°15' c) 82,9° d) 152°08'12" e) 175,3° 

Wie groß sind die anderen Winkel? 


10.13 Geben Sie an, welche Winkel 

a) Nebenwinkel von oc 

b) Scheitelwinkel von oc 

c) Parallelwinkel von oc 

d) Normalwinkel von oc 

e) gleich oc 

f) komplementär zu oc 

g) supplementär zu oc 
sind. 
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10.14 Zeichnen Sie folgende Winkel: 

17°; 322°; 57,6°; 132°; 247°; 290°; 36,7° 

10.15 Übertragen Sie die Winkel: oc = 142°; ß = 76° ; 7 = 115°; 8 = 34,5°; e = 54° und lösen 
Sie graphisch: oc — ß; y — 8; e + ö — ß. 

10.16 Berechnen Sie die Winkel oc, ß, y. 



10.18 Welchen Winkel bilden die Mittellinien zweier aufeinanderfolgender Zähne eines 
Zahnrades mit 26 Zähnen? 

10.19 Der Wind hat sich von Osten nach SSW gedreht. Wieviel Grad beträgt die Drehung? 

10.20 Wie groß ist der Freiwinkel eines Drehstahls, wenn der Keilwinkel 72° und der Span¬ 
winkel 9° mißt? 

10.21 Fertigen Sie von den folgenden Aufgaben maßstäbliche Zeichnungen an und be¬ 
stimmen Sie die gefragten Winkel durch Messung. 

a) Welchen Winkel bildet eine Straße mit 23 % Steigung mit der Waagrechten 1 ? 

b) Der Vertikalabstand zweier Punkte einer Böschung beträgt 14,0 m, der zugehörige 
Horizontalabstand 12,3 m. 

Wie groß ist der Böschungswinkel? 

c) Unter welchem Winkel fallen Sonnenstrahlen gegen den horizontalen Boden ein, 
wenn ein 17,0 m hoher Leitungsmast einen 27,0 m langen Schatten wirft? 


1 23 % Steigung bedeutet: Wenn die waagrechte Entfernung zweier Punkte 100 m beträgt, so beträgt die 
vertikale Entfernung 23 m. 
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10.5 Einige wichtige Punktmengen der Ebene 

In der Geometrie taucht oft die Frage auf: 

Wo liegen die Punkte, die die folgenden Bedingungen erfüllen: ... ? 

Wir stellen in diesem Abschnitt die wichtigsten Punktmengen, die bestimmte Bedingungen 
erfüllen, zusammen: 


1. Kreislinie 

Alle Punkte der Kreislinie k haben vom Mittelpunkt M den gleichen Abstand r. 
Somit: 


{X\XM = r} = k 

Die Menge aller Punkte, die vom festen Punkt M den konstanten Abstand r haben, ist 

die Kreislinie mit dem Radius r um den Punkt M. 


2. Streckensymmetrale 


i x 

{X\XÄ = XB}=m 



Die Menge aller Punkte, die von den Endpunkten der 

a / 

\a 

Strecke AB gleich weit entfernt sind, ist die Symmetrale 



der Strecke AB. 


; M \ 


A 

! m B 


3. Winkelsymmetralenpaar 


{X\Xg^ = Xg 2 }=w(gi, g 2 )=wi u w 2 
Die Menge aller Punkte, die von den zwei ein¬ 
ander schneidenden Geraden g A und g 2 gleichen 
Abstand haben, ist das Winkelsymmetralenpaar 
n , 1 und w 2 . 



4. Parallelensymmetrale (Mittengerade eines Parallelenpaars) 

Die Menge aller Punkte, die von den Parallelen g\ und g 2 
den gleichen Abstand haben, ist die Parallelensymmetrale 
m(g\ II ft)- 


5. Parallelenpaar 

{X\Xg = c} = p(g; c)=p ! u p 2 
Die Menge aller Punkte, die von der Geraden g den Ab¬ 
stand c haben, ist das Parallelenpaar p, und p 2 zur gege¬ 
benen Geraden g im Abstand c. 



Diese Punktmengen verwendet man oft bei geometrischen Konstruktionen. Durch den 
Schnitt zweier Punktmengen sind Punkte bestimmt, die zwei Bedingungen erfüllen. 
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BEISPIEL 

Es sind jene Punkte zu bestimmen, die von der gegebenen Geraden g den Abstand z = 2cm 

und von einem gegebenen Punkt A die Entfernung a = 3 cm haben. 

Lösung: 

Wir zerlegen die Aufgabe in zwei Teilaufgaben. Wir fordern von den gesuchten Punkten: 

1. Sie sollen von der Geraden g den Abstand z = 2cm haben. Die Menge aller Punkte, 
die von der Geraden g den Abstand z haben, ist das Parallelenpaar p A und p 2 im Ab¬ 
stand z. 

2. Sie sollen vom Punkt A die Entfernung a =3 cm haben. Die Menge aller Punkte, die 
vom Punkt A die Entfernung a = 3 cm haben, ist die Kreislinie k mit dem Radius 3 cm 
um den Punkt A. 

Nur die Schnittpunkte dieser Punktmengen erfüllen beide Bedingungen. 

Konstruktionsgang: 

1. Zur Geraden g wird das Parallelenpaar p x und 
p 2 im Abstand z = 2 cm gezeichnet. 

2. Um den Punkt A wird ein Kreis k mit dem 
Radius fl=3cm gezeichnet. 

3. Die Schnittpunkte von p l u p 2 mit der Kreis¬ 
linie k{A\a) erfüllen die geforderten Bedin¬ 
gungen. 

Wir schreiben symbolisch: 

1. Li = {X\ Kg — 2 cm} = u p 2 

2. L 2 = {X\ XÄ = 3 cm} = k 

3. L = {X | Xg = 2 cm a X4 = 3 cm} 

= Li n L 2 = kn(/? 1 u p 2 ) = {R 1 ,...} 



L = {PuP 2 } 


AUFGABEN 

10.22 Wählen Sie die Angaben für das vorhergehende Beispiel so, daß keine, eine, zwei, drei, 
vier Lösungen vorliegen und schreiben Sie die dazu notwendigen Bedingungen auf. 

10.23 Gegeben sind die Punkte A (— 215) und B (3 | — 6). 

Ermitteln Sie zeichnerisch die Punktmenge {X\XA = XB). 

10.24 Bestimmen Sie jene Punkte, die von der gegebenen Geraden g den Abstand 3 cm 
haben und auf einer beliebigen Kurve k liegen. 

10.25 Bestimmen Sie jene Punkte, die von zwei gegebenen Punkten A und B gleich weit ent¬ 
fernt sind und auf einer gegebenen Kreislinie k liegen. 

10.26 Gegeben sind die Gerade g[P,(2|0), P 2 ( — 518)] und der Kreis k[M(0|4); r = 3]. 
Ermitteln Sie zeichnerisch die Punktmengen 

Q = {X\Xck a p(g; 2)}, R={X\Xek v p(g; 2)}. 

10.27 Bestimmen Sie jene Punkte, die von einem gegebenen Punkt A die Entfernung a und 
von einem gegebenen Punkt B die Entfernung b haben. 
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10.28 Es sind jene Punkte zu bestimmen, die von zwei einander schneidenden Geraden 
gleiche Entfernung haben und auf einer gegebenen Kreislinie k liegen. 

10.29 Bestimmen Sie jene Punkte, die von drei gegebenen Punkten T 5 ,(010), P 2 { 81 — 2) und 
P 3 (614) gleich weit entfernt sind. 

10.30 Es sind jene Punkte zu bestimmen, die von zwei gegebenen parallelen Geraden g, und 
g 2 gleich weit entfernt sind und von einem gegebenen, innerhalb des Streifens 
liegenden Punkt P die Entfernung d haben. 

Lösen Sie diese Aufgabe zunächst allgemein und dann speziell mit den folgenden 
Angaben: 

IA (- 211), B (3 15)], g 2 [C(01 — 2); g 2 1| gl ], P (110), d = 3 


10.6 Grundbegriffe der Vektorrechnung 

Die Vektorrechnung wurde um 1840 unabhängig voneinander von dem Physiker William R. 
Hamilton und dem Mathematiker Hermann Grassmann geschaffen. 

Die Vektorrechnung dient nicht nur zur Beschreibung von geometrischen Sachverhalten, sie 
ist außerdem ein wertvolles Hilfsmittel zur Beschreibung naturwissenschaftlicher und techni¬ 
scher Probleme. 

Viele Probleme der Mathematik, der Physik und der Technik kann man mit Hilfe der Vektor¬ 
rechnung, deren Grundbegriffe im folgenden Abschnitt behandelt werden, besser verstehen 
und leichter lösen als mit anderen Methoden. 


Skalar und Vektor 

Physikalische Größen, die durch Angabe von Maßzahl und Einheit eindeutig bestimmt sind, 
z. B. Zeit, Volumen, Masse, Temperatur, nennt man Skalare. Solche Größen haben keine 
Richtung. 

Größen, die außer Maßzahl und Einheit auch eine Orientierung haben, z. B. Geschwindig¬ 
keit, Beschleunigung, nennt man Vektoren 1 . 

Wenn wir sagen: Der nebenstehende Pkw bewegt sich gerad¬ 
linig mit der Geschwindigkeit u, so wollen wir damit aus- 
drücken, daß sich jeder Punkt der Karosserie dieses Autos 
mit der Geschwindigkeit u bewegt. Somit sind alle diese Ge¬ 
schwindigkeitspfeile gleich lang und gleich orientiert 2 . 

Die Menge aller gleich langen und gleichsinnig parallelen Geschwindigkeitspfeile heißt 
der Geschwindigkeitsvektor. 

Jeder Pfeil ist ein Repräsentant (Vertreter) des Vektors u. 

Der Pkw hat die Masse m, eine skalare Größe, die mit der Kraft G = m ■ g, dem Gewicht des 
Pkw, von der Erde angezogen wird. Diese zum Erdmittelpunkt wirkende Kraft können wir 
uns im Schwerpunkt angreifend denken. Sie ist liniengebunden, d. h. man darf den Pfeil G 
nur auf seiner Wirjcungslinie, seiner Trägergeraden, aber nicht parallel verschieben. Eine 
gleich große, zu G parallele, außerhalb der Trägergeraden angreifende Kraft ruft eine 
andere Wirkung hervor. 



1 Nach dieser Definition ist ein Vektor die Zusammenfassung von Betrag, Richtung und Richtungssinn. 

2 Sie haben gleiche Richtung und gleichen Richtungssinn. 
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Wir bezeichnen Vektoren, deren Pfeile an eine Trägergerade gebunden sind, als liniengebun¬ 
dene Vektoren oder Stäbe. 

Die Lage eines Punktes gegenüber einem festen Bezugspunkt kann durch einen Vektor ange¬ 
geben werden, der vom Bezugspunkt zum jeweiligen Punkt führt. Dieser Vektor darf weder 
parallel noch auf seiner Trägergeraden verschoben werden. 

Vektoren, deren Lage nicht verändert werden darf, heißen ortsgebundene Vektoren, Orts¬ 
vektoren oder Zeiger. .. 2 

Meistens ist aus der Aufgabenstellung ersichtlich, ob es sich um einen Vektor, Stab oder 
Zeiger handelt. In allen diesen Fällen spricht man, wenn keine Verwechslungen zu be¬ 
fürchten sind, von Vektoren 1 2 . 


Zwei Pfeile heißen gleich orientiert, wenn sie gleiche Richtung 
und gleichen Richtungssinn haben. 


Wir führen nun den Begriff „Vektor“ durch folgende Definition ein: 


Die Menge aller gleich langen und gleich orientierten Pfeile 
heißt Vektor. 



Beachten Sie: Jeder einzelne Pfeil ist Repräsentant dieses Vektors. 

Wir bezeichnen die Maßzahl der Länge eines zu diesem Vektor gehörenden Pfeils mit 
| v | oder u und nennen u den Betrag des Vektors u. .. . 3 

Zur Bezeichnung: 

Statt a schreibt man auch a bzw. AB , wenn A der Anfangspunkt und B der Endpunkt eines 
den Vektor a repräsentierenden Pfeils ist. 

Der Betrag u des Vektors u ist die Maßzahl der Länge der Pfeile, die den Vektor reprä¬ 
sentieren. 


Später werden wir erkennen, daß es zweckmäßig ist, einen Vektor einzuführen, bei dem An¬ 
fangs- und Endpunkt zusammenfallen. Wir ordnen zweckmäßigerweise diesem Gebilde, das 
wir als Nullvektor o bezeichnen, jede Richtung zu. 


Der Nullvektor o ist ein Vektor vom Betrag Null, dem wir jede Richtung und jede Orien¬ 
tierung zuschreiben. 

Jeder Vektor mit dem Betrag 1 heißt Einheitsvektor. 

Jeder Vektor, der im Koordinatenursprung beginnt, heißt Ortsvektor. 


Wir haben den Vektor als Menge aller gleich langen und gleich orientierten Pfeile eingeführt. 
Man kann den Vektor v auch durch das Zahlenpaar beschreiben. 


1 Im mathematischen Sinn handelt es sich nur um Teilmengen von Vektoren. 

2 Gemeinsames Merkmal dieser Größen: Darstellung durch Pfeile; außerdem gelten die Gesetze der 
Vektoraddition und der Multiplikation mit einem Skalar. 

3 Beachten Sie: V ist ein Vektor; u ist eine reelle Zahl. 
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u ... Vektor 


u x , u y .. . Koordinaten des Vektors v 
v x und u y sind Zahlen, u ist ein Vektor. 


(v lv ) 



Es gelten dann folgende Beziehungen: 


Betrag des Vektors: 


Einheitsvektor: 


Nullvektor: 


u — I ~U | = j/üj + V 2 v 



BEISPIELE 


2. 


Der Vektor ~u = ^ j ist als Ortsvektor in einem x^-System darzustellen. 
Ferner sind sein Betrag zu errechnen und der Einheitsvektor u 0 anzugeben. 


Lösung: 

Wir verwenden den Ursprung als Anfangspunkt 
des darzustellenden Pfeils, fassen also v als Orts¬ 
vektor auf. 


Es gilt: v = | v | =]/u 2 x + u 2 y = 1/4 2 + 3 2 = 5 v= 5 




Schiefer Wurf nach oben 


Wirft man eine Masse mit einer gewissen Geschwindigkeit u schräg nach oben, so 
eschreibt sie eine gekrümmte Bahn und erreicht nach einiger Zeit wieder den Boden. 


Die Geschwindigkeit, mit der der 
Körper abgeschossen wird, nennt 
man die Anfangsgeschwindigkeit. 

Sie kann durch den Vektor u = 
beschrieben werden. 

Sein Betrag u = | u \ =| Iv 2 x + u\ gibt 
die Größe der Geschwindigkeit an. 
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Der Ortsvektor s = ^ Y j, der die 

Flugbahn beschreibt, kann — 
wenn man vom Luftwiderstand 
absieht — annähernd durch je 
einen Term für s x und für s y be¬ 
schrieben werden: 


t ist die Zeit in Sekunden. 



Mit Hilfe einer Wertetabelle kann man dann die Flugbahn zeichnen. 


Zahlenbeispiel: v = j m /s 

/ 

0 

1 

2 

3 

4 

T_/ 20 ' \ 

5 - bo t - 51 V 

s 

ffl 

(S) 

o"o" 

(S?) 



5 

6 

/i°°\ 

/i 2 °\ 

25/ 

\ 0 1 



Die Tabelle gibt naturgemäß nur 
wenige Punkte der Flugbahn an. 
Wir müssen versuchen, die 
Punkte dazwischen und somit die 
ganze Flugbahn möglichst harmo¬ 
nisch (d. h. ohne Ecken) zu 
zeichnen. 

Wurfweite = 120 m 

Wenn s y wieder 0 ist, ist der Flug 

zu Ende. Dann gilt s x = 120. 

Wurfhöhe = 45 m 

Dies ist der größte Wert für s y . 


Flugdauer = 6 Sekunden 

Dann ist der Flug zu Ende, weil s v = 0. 


Gleichheit von Vektoren 


Vektoren sind gleich, wenn die sie repräsentierenden Pfeile in Länge und Orientierung 
übereinstimmen. 


Geometrische Veranschaulichung: 



Zwei Vektoren sind gleich, wenn sie sowohl in den x -Koordinaten als auch in den ^-Koordi- 
naten übereinstimmen. 

Das Zeichen o sagt aus, daß auch die Umkehrung gilt: Wenn die Koordinaten zweier 
Vektoren paarweise gleich sind, dann sind die Vektoren gleich. 
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Im Fall d) ist b gleich lang wie a, aber entgegengesetzt gerichtet. 
Man sagt in diesem Fall: b ist der Gegenvektor von a. 



ist der Gegenvektor zu a = 



Addition und Subtraktion von Vektoren 


Zwei Vektoren a und b werden graphisch addiert, indem man den Anfangspunkt eines 
Pfeils von b an den Endpunkt eines Pfeils von a setzt. 

Der den Summenvektor a + b repräsentierende Pfeil hat semen Anfangspunkt im An¬ 
fangspunkt von a und seinen Endpunkt im Endpunkt von b. 


Beachten Sie, daß das Verknüpfungszeichen + bei der Vektoraddition nicht das Addieren 
der Längen der die Vektoren repräsentierenden Pfeile, sondern das Aneinanderfügen der 
Pfeile bedeutet. 



Aus der folgenden Zeichnung ist zu erkennen: 


Vektoren lassen sich zu einer Vektorkette zusammensetzen. 



s=a+b+c+d 


Der Summenvektor s führt vom Anfangspunkt des ersten Vektors a zum Endpunkt des 
letzten Vektors d. 

Wenn die Vektorkette geschlossen ist, also der Anfangspunkt des ersten Vektors mit dem 
Endpunkt des letzten Vektors zusammenfällt, so ist der Summenvektor der Nullvektor. 
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Analog zum Zahlenrechnen führen wir die Subtraktion zweier Vektoren als Umkehrung der 
Addition ein. 

Aus b + ? = a soll folgen: d = a — b 

Der Differenzvektor d ist somit jener Vektor, den man zu b 
halten. 

addieren muß, um a zu er- 

Diese Definition ist äquivalent mit: a — b = a +(—b) 

-b 


Man erhält a — b, indem man zu a den Gegen¬ 
vektor von b addiert. 

a-b \ 

a 

b 

In Koordinatenschreibweise: 



*-ß) 

sT 

1 1 

.Ö- 



BEISPIELE 

1. Gegeben sind die Punkte A (511) und B (214). 

Gesucht sind der Verbindungsvektor AB und der Abstand AB. 


Lösung: 




b) AB = \AB |=l/9 + 9 = 3]/2 

Zg = 4,243 


Ein Punkt und der zugehörige Ortsvektor haben die gleichen Koordinaten. 


Wenn in einer _Aufgabe ein Punkt A vorkommt, so bezeichnen wir den zugehörigen 
Ortsvektor mit a. .. . l 


Wenn keine Verwechslungen zu befürchten sind, unterscheiden wir nicht zwischen 
den Schreibweisen (a x ; a,.), A (a x | a y ). 


A = (a„ a y ). 





2. Gegeben ist das Dreieck ABC[A( — 1 | 0), B( 3 | 0), C(1 | 4)]. 
Gesucht sind die Vektoren AB , BC, CA und der Umfang u. 

Lösung: u = | AB | +1 BC | +1 CA | 

^ = (l)-'6) = ( _ 4) \BC\ = f?Tv =^20=4,47 



Jeder andere Vektor muß anders bezeichnet werden! 
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3. 


4 . 


mxd-cj) 

»=4 + 2-4,47 = 12,94 


| CA | = ]/2Ö = 4,47 

^-(o)’ ^-(~4)’ ^-(l4 )’ U ~ 12’94 


Die Vektoren a und b spannen das Parallelogramm ABCD auf. 
Es sind die Vektoren AC = e und BD = / 
durch a und b auszudrücken. 

Es gilt: AC = AB + BC bzw. e = a + b 

BD = BA + AD bzw. / = — ~a + V, 
also f = b — a 



Es ist jeweils die resultierende Kraft zeichnerisch zu ermitteln. 




Wir verschieben F, und F 2 längs ihrer Wirkungslinien, 
bis ihre Endpunkte in den Schnittpunkt S fallen, und be¬ 
stimmen dann R wie vorher. 


AUFGABEN 

10.31 Bilden Sie den Summenvektor und den Differenzvektor. 



10.32 Konstruieren Sie a + b und a — b mit folgenden Werten: 



a) 

b) 

c) 

d) 

e) 

\a\ = a 

4,2 cm 

2,0 cm 

4,5 cm 

4,6 cm 

2,7 cm 

\t\=b 

5,6 cm 

6,0 cm 

3,7 cm 

5,7 cm 

5,2 cm 

< (a ,~b) 

72° 

0 

O 

Os 

-30° 

230° 

o 

o 

m 


10.33 Ein Parallelogramm ABCD ist durch die Vektoren AB und AC gegeben. 
Drücken Sie die Seite BC und die Diagonale BD durch AB und AC aus. 
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10.34 


10.35 

10.36 

10.37 

10.38 

10.39 

10.40 


10.41 


10.42 


10.43 


10.44 


Konstruieren Sie auf verschiedene Arten a + b 4- c und a 4- b — c. 



Ein Viereck ABCD sei durch die Vektoren AB , AC und DB gegeben. 
Drücken Sie alle Seiten und Diagonalen durch diese Vektoren aus. 

Müssen drei Vektoren, für die a 4- b + c = o gilt, in einer Ebene liegen? 

Müssen vier Vektoren, für die a+b+c+d = o gilt, in einer Ebene liegen? 

Wann gilt a) ö + 6 = o ? b )a+b+c=o‘l 

Diskutieren Sie die Ungleichung | a + b | < | a \ + \ b |. 

Wann gilt die Gleichheit? 


Gegeben ist ein Viereck durch die Eckpunkte 
a) A(- 3|2) b) P ] (41 — 3) 

5(0|-2) 5 2 (212) 

C(5|0) ^3 (-3|2) 

D( 0|4) 5 4 (— 3 10) 


c) 5 (— 41 — 4) 

S( 0|0) 

^(51-3) 

U( 0 |- 8 ) 


Berechnen Sie mittels Vektorrechnung den Umfang u. 

Geben Sie die den Vierecksseiten zugeordneten Vektoren und deren Einheitsvek¬ 
toren an, ferner die Gleichungen der Vierecksseiten. 


Beweisen Sie, daß für die Vektoraddition folgende fünf Eigenschaften gelten: 

1. Die Menge der Vektoren ist abgeschlossen gegenüber der Addition (d. h.: die 
Summe zweier Vektoren ist wieder ein Vektor). 

2. Es gilt das Kommutativgesetz. 

3. Es gilt das Assoziativgesetz. 

4. Es gibt ein neutrales Element. 

5. Es gibt ein inverses Element. 

Zeichnen Sie für den schiefen Wurf nach oben die Flugbahn, wenn v, der Vektor der 
Anfangsgeschwindigkeit gegeben ist. 

Lesen Sie die Wurfweite, die Wurfhöhe und die Flugdauer ab: 



Zeichnen Sie beide Bewegungen in eine Zeichnung. 
Untersuchen Sie sie aufWurfweite, Wurfhöhe und Flugdauer: 



Es sind drei Bewegungen in eine Zeichnung einzutragen. 

Untersuchen Sie die Beträge der Geschwindigkeiten, die Abschußwinkel sowie die 
Wurfweiten und die Flughöhen: 

Mso)’ *-(£)• (100m/s = 2 ’ 5cm) 


Siehe Abschnitt 5.2. 
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b >^=P* 
c) *-$!)• 


(”)• !-© 

, (100 m/s = 1cm) 

p. 5-63 

, (100 m/s = 1cm) 


Multiplikation eines Vektors mit einer Zahl 



Wir erkennen, daß die folgende Definition sinnvoll ist: 



Xu (AeR) sei ein Vektor mit folgenden Eigenschaften: 

1. Xu hat den |A|-fachen Betrag von u. 

2. Wenn X >0 ist, so sind X u und u gleich orientiert. 

3. Wenn X <0 ist, so sind X u und u entgegengesetzt orientiert. 

4. Wenn X — 0 ist, so ist X u der Nullvektor. 

In Koordinatenschreibweise: X ■ 


Jede Menge, deren Elemente die genannten 5 Eigenschaften aufweisen, heißt kommu¬ 
tative Gruppe. 



Weitere Beispiele für Gruppen: Menge der Drehungen eines Zeigers um einen Punkt, Menge 
der ganzen Zahlen bezüglich der Addition, .. . 


Vektoren, die zur selben Geraden parallel sind, heißen kollineare Vektoren. 


Zum Beispiel sind u und 3 u, weiters b und 2 b, weiters 
c und c /2, weiters u und — u kollineare Vektoren. 

Beachten Sie: 

Die Aussage Ein Vektor liegt in einer Ebene ist gleich¬ 
wertig mit der Aussage Ein Vektor liegt parallel zu einer 
Ebene. 

Den zu u gehörenden Einheitsvektor^bezeichnet man 
mit u 0 . Er ist natürlich kollinear zu u und es gilt of¬ 
fenbar: 

IT = M • bzw. u 0 = -^r 

\V I 
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BEISPIELE 

1. M sei Halbierungspunkt der Strecke AB. 

Es ist OM, also m, durch a und b auszu¬ 
drücken. 

Lösung: 

AB = b —a und somit AM = 1 (b — a) 

OM = OA +ÄM 

m=a (6 — a) m = ^(a + b) 


2. Sind a = ^J und b 
Lösung: 

a\\b o b =A-a 


-0 


parallel? 


0-0 



Dieser Vektorgleichung entspricht das Gleichungssystem: 


10 = 2A ^ A = 5 
20 = 3 A A = 20/3 

Leicht ist zu erkennen, daß es kein A gibt, das sowohl die 1. als auch die 2. Gleichung 
befriedigt. 

b ist somit nicht parallel zu a 


AUFGABEN 


10.45 Gegeben sind die Vektoren a = | b = ~c = und ~d = | 

a) Stellen Sie diese Vektoren in einem kartesischen System dar. 

b) Berechnen Sie die Länge dieser Vektoren. 

c) Wie lauten die zugehörigen Einheitsvektoren? 

d) Berechnen Sie x =2a —3b +4 c —d und y =4 a —6b +5c +2 d. 

e) Welchen Vektor z muß man zu a —3b addieren, damit man den Nullvektor 
erhält? 

f) Wie lautet der zu a parallele Vektor, dessen Länge 17 beträgt? 


10.46 Die folgenden Vektoren sollen parallel zu 



sein. 


Berechnen Sie *i, yi , x 3 , y 4 . 

■•(») *> ü «(?) o 


10.47 Beweisen Sie vektoriell den Satz: 

Die Mittenstrecke M h M a des Dreiecks ABC ist parallel 
zur Seite c und halb so lang wie diese. 


C 
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10.48 Beweisen Sie vektoriell: 


-* a + b +~c 


s ~ 3 


Koordinatenschreibweise: 

J ö .v + K + c x 

a y + b y + Cy 

S \ 3 

3 


Anleitung: AS =-AM a 



10.49 Berechnen Sie den Umfang des Dreiecks AßC[A( 1|2), ß(5\3), C(2|7)], ferner die 
Koordinaten der Seitenhalbierungspunkte und des Flächenschwerpunkts. 

10.50 Veranschaulichen Sie für X • a folgende Gesetze: 

1. Kommutatives Gesetz: Xa = a X 

2 . Assoziatives Gesetz: X-(jj.a) = (Xii) a =Xfj.-a 

3. Zwei distributive Gesetze: 

(1) X{a 4- b ) = Xa 4 Xb (2) ( X-\-ß)a =Xa + pia 


10.51 Im Dreieck A (— 113), B (215), C ist S (213) der Schwerpunkt. 

Berechnen Sie die Koordinaten von C und den Umfang des Dreiecks. 


10.52 S(2|2) ist Schwerpunkt des Dreiecks AßC[A( — 11 — 1), ß, C(7|6)]. 

Berechnen Sie die Koordinaten von ß und der Mittelpunkte M a ,M b ,M, der drei 
Seiten. 


Komponentendarstellung eines Vektors 



Jeder Vektor kann als Summe zweier Vektoren ange- o 

geben werden, die parallel zu den Achsen verlaufen. 


Wir bezeichnen den auf der x-Achse liegenden Ein¬ 
heitsvektor mit i und den auf der y-Achse liegenden 
Einheitsvektor mit j. 


y- 

2 



x 





(\\ 

-* /o\ 

Die Einheitsvektoren i 

= (o) und ^ 

j = 1 1 heißen Basisvektoren. 

KI-?+|üJ-7 bzw. 

u x • i +v y -j 

heißt Komponentendarstellung von v. 


BEISPIEL 

Die Vektoren a =uj, b = ( unc * c = ( 2 ) sm ^ ^ om P onent:en< ^ arste ^ un g 

anzugeben. ' ' ' ' ' ' 

Lösung: 

a =5 i +4/ b = — 3 i +2 j c = — i — 2 j 
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AUFGABEN 

10.53 Schreiben Sie in Komponentendarstellung: 

©• (-;)• (-?)• (-?)■ (:)• (4 n)' 

10.54 Schreiben Sie in Koordinatendarstellung: 

2 / + 3 j, — 5 i + Ij , 3 i, 5 i 4- 3 j, 4 i — 5 j, 3 i — 4 j. 


11. Abbildungen in der Ebene 


Nach dem Durcharbeiten dieses Abschnitts werden Sie folgendes können: 

■ den Begriff Kongruenzabbildung erklären; 

■ eine Schiebung und eine Drehung durchführen; 

■ die Schiebung und die Drehung als Konstruktionsprinzip anwenden; 

■ aus Bild und Urbild einer Bewegung den Drehpunkt und den Drehwinkel bzw. den Schiebvektor 
konstruieren; 

■ eine Spiegelung an einem Punkt und an einer Geraden durchführen; 

■ zentralsymmetrische Figuren identifizieren; 

■ axialsymmetrische Figuren identifizieren und die Anzahl der Symmetrieachsen angeben; 

■ die Begriffe zentrische Streckung und zentrische Ähnlichkeit anwenden; 

■ zentrisch ähnliche Figuren identifizieren; 

■ eine zentrische Streckung und eine Drehstreckung durchführen; 

■ die zentrische Streckung und eine Drehstreckung als Konstruktionsprinzip anwenden; 

■ gleichsinnig ähnliche Figuren durch Verknüpfung einer Spiegelung und einer Streckung aufein¬ 
ander abbilden; 

■ gegensinnig ähnliche Figuren durch Verknüpfung einer Spiegelung und einer Streckung aufein¬ 
ander abbilden; 

■ hinreichende Bedingungen für die Ähnlichkeit zweier Dreiecke angeben; 

■ Dreiecke mit Hilfe der Ähnlichkeit konstruieren; 

■ die Strahlensätze anhand von Figuren erläutern; 

■ Proportionen, die sich aus den Strahlensätzen ergeben, aus vorgelegten Figuren herauslesen; 

■ eine Strecke durch Konstruktion in einem bestimmten Verhältnis teilen und die Längen der Teil¬ 
stücke berechnen; 

■ Proportionen graphisch lösen; 

■ die Funktionsweise von Proportionalzirkel, Proportionsmaßstab, Meßkeil, Meßlehre und Nonius 
erklären. 
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11.1 Abbildungen von Punktmengen 


Wenn man jedem Punkt P einer Urmenge E nach einer bestimmten Vorschrift genau 
einen Punkt F der Bildmenge E' zuordnet, so liegt eine Punktabbildung vor. 

Eine Abbildung heißt umkehrbar, wenn für jede Zuordnung P-*P' auch P'^P gilt 1 . 


BEISPIELE 


1. Vorschrift: P ist an m zu spiegeln. 

Diese Abbildung heißt Axialspiegelung oder Spiegelung 
an einer Geraden. 

Dem Punkt P ist F zugeordnet. Dem Punkt F ist P 
zugeordnet. 

Diese Abbildung ist umkehrbar. 


2 . 


3 . 


Vorschrift: P ist am Punkt Z zu spiegeln. 

Diese Abbildung heißt Zentralspiegelung oder Spiege¬ 
lung an einem Punkt. 

Diese Abbildung ist umkehrbar. 


Vorschrift: Jedem Punkt Peg, ist der Punkt F e g 2 
zuzuordnen, der auf g[P] || g 3 liegt. 

gltg3 A g 2 \g 3 

Diese Abbildung heißt Parallelprojektion. 



4 . 


Vorschrift: SA ist über A hinaus um SA zu verlängern, 
SB . . . usw. 

Diese Abbildung heißt eine Streckung mit dem 
Faktor 2. 



Die in den Beispielen 1 und 2 erwähnten Abbildungen, die Axialspiegelung und die Zentral¬ 
spiegelung, haben die Eigenschaft 

(■ n=p 

gemeinsam. Bei diesen Abbildungen ist das Bild des Bildes wieder die ursprüngliche Figur. 
Solche Abbildungen heißen involutorisch. 


1 Diese Definition ist äquivalent mit: Eine Abbildung ist umkehrbar, wenn verschiedenen Elementen 
der Urmenge immer verschiedene Elemente der Bildmenge entsprechen. 
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Bei der Beschreibung von Abbildungen verwenden wir unter anderem folgende Bezeich¬ 
nungen: 


Urmenge 

Urelement 

(Ur)Punkt 

(Ur)Figur 


Bildmenge (Zielmenge) 
Bildelement 
Bildpunkt 
Bildfigur (Zielfigur) 


Eigenschaften, die bei einer Abbildung erhalten bleiben, heißen invariante Eigenschaften 
oder kurz Invarianten dieser Abbildung. 

Punkte, die bei einer Abbildung fest bleiben, heißen Fixpunkte dieser Abbildung. 

Wenn bei einer Abbildung die Gerade g und ihr Bild g' zusammenfallen, so nennt man 
g eine Fixgerade 1 . 

Bleibt darüber hinaus jeder Punkt von g fest, so nennt man g eine Fixpunktgerade 2 . 

Die Abbildung, die alle Punkte der Ebene festhält, heißt die identische Abbildung oder 
die Identität 3 oder Ruhabbildung. Wir bezeichnen sie mit /. 

Wenn bei einer Abbildung die Bildmenge M' eine Teilmenge der Urmenge M ist, so sagt 
man: M wird in sich abgebildet. 

Wenn die Bildmenge M' und die Urmenge M gleich sind, also M = M' gilt, so sagt man: 
M wird auf sich abgebildet. 


11.2 Kongruenzabbildungen 


Eine Abbildung heißt Kongruenzabbildung genau dann, wenn sie alle Streckenlängen 
(und damit auch Winkelgrößen) unverändert läßt. 



Die gleichsinnigen Kongruenzabbil¬ 
dungen heißen auch Bewegungen. 
Invarianten: Längen, 

Winkelgrößen, 

Orientierungen. 


Es sind dies: Drehung, Spiegelung an 
einem Punkt, Schiebung. 


A 

i 1 A 

/n 

1 

1 

1 

1 

c\ 

/ ^ 

> 1 t 

i\ \ 

B C 

; | 

r b' 

Die gegensinnigen 

Kongruenzabbil- 

düngen heißen auch Umlegungen 4 . 

Invarianten: Längen, 



Winkelgrößen. 


Es sind dies: Spiegelungen an einer Ge¬ 
raden, Gleitspiegelung 5 . 


1 Beispiel: Eine normal zur Spiegelachse verlaufende Gerade ist eine Fixgerade. 

2 Beispiel: Die Spiegelachse ist eine Fixpunktgerade. 

3 idem (lat.) = derselbe 

4 Dieser Name stammt vom deutschen Mathematiker Eduard Study (1868—1930). 

5 Die Gleitspiegelung wird hier nicht behandelt. 
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Drehung um einen Punkt 


Eine Drehung ist festgelegt durch den Dreh¬ 
punkt M und den orientierten Drehwinkel a. 

Wir bezeichnen diese Drehung mit dem 
Symbol D[M; a] (A ABC) = A A'B'C'. 


BEISPIEL 

Das Dreieck ABC ist durch Drehung in das gleich¬ 
sinnig kongruente Dreieck A'B'C' überzuführen. 

Lösung: 

Die Punktet und A' müssen gleich weit vom Dreh¬ 
punkt M entfernt sein, ebenso die Punkte B und B'. M 
liegt daher sowohl auf der Symmetrale der Strecke AA' 
als auch auf der Symmetrale der Strecke BB'. 

Wir erkennen: Der Schnittpunkt der Symmetralen 
von AA' und BB' ist der gesuchte Drehpunkt M. 

AABC^AA'B'C' ...' 

Eventuell auftretende schleifende Schnitte können 
durch Wahl geeigneter Punktepaare vermieden werden. 






AUFGABEN 

11.01 Ein Dreieck ABC ist um den Eckpunkt A so lange zu drehen, bis die Seite AB parallel 
ist zu einer gegebenen Geraden g. 

A(- 111), £(-6|0), C (— 413); g[I(0|-4), II(2|0)] 

11.02 Der Rhombus ABCD ist um den Eckpunkt B so lange zu drehen, bis die Seite CD mit 
einer gegebenen Geraden den Winkel £ = 36° einschließt. 

^ (111), B (411), cr = 50°; g[I(0|0), 11 (- 415)] 

11.03 Ein regelmäßiges Sechseck ist um den außerhalb liegenden Punkt P so lange zu 
drehen, bis der Punkt D auf einer gegebenen Geraden g zu liegen kommt. 

M(4|4), A( 1|4); P(-2|2); g[I(6|l), II(0|-3)] 


ist das Zeichen für „kongruent“. 
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Spiegelung an einem Punkt (Zentralspiegelung) 

Eine Punktspiegelung ist festgelegt durch Angabe des Zen¬ 
trums M. 

Wir bezeichnen die durch das Zentrum M festgelegte Spie¬ 
gelung mit S [M]. 

Für die hier dargestellte Abbildung schreiben wir symbo¬ 
lisch: S[Af] (A ABC)=AA'B'C’. 

Die Spiegelung an dem Punkt M besitzt einen einzigen 
Fixpunkt, das Zentrum M. 

Die Zentralspiegelung S[M] führt zum selben Ergebnis wie die Drehung D[M; 180°], also 
die Halbdrehung um M. 

BEISPIEL 

Das Dreieck ABC[A (-21 — 2), 5(-2|2), C(-4|2)] ist am Punkt M( 011) zu spiegeln. 

Die Koordinaten von A', B', C sind zu berechnen. 

Lösung: 

-(; + *)-g) 

ÖA' = OM +AM = + 3 ) = ( 4 ) 

Analog erhalten wir B' und C'. A'{ 2|4), Z?'(2|0), C'(4|0) 



Eine Figur heißt punktsymmetrisch genau dann, wenn sie durch Spiegelung an einem 
Punkt auf sich selbst abgebildet werden kann. Das Zentrum der Zentralspiegelung heißt 

Symmetriezentrum oder Mittelpunkt der Figur. 


Aus den Erklärungen folgt: 

1. Jede Strecke ist punktsymmetrisch bezüglich ihres Mittelpunkts. 

2. Jede Gerade ist punktsymmetrisch bezüglich jedes auf ihr liegenden Punkts. 

3. Kreis, Rechteck, Quadrat, zwei einander schneidende Geraden sind punktsymmetrische 
Gebilde. 


AUFGABEN 

11 . 04 1 Spiegeln Sie das Dreieck ABC[A (010), Z?(6|3), C(2|7)] am Punkt Z(0|2). 

11 . 05 1 Gegeben sind eine Gerade g [A (— 3 10), B (— 114)] und ein Punkt B' (111). 

Bestimmen Sie das Zentrum M der Zentralspiegelung, die B in B' überführt. 

Ermitteln Sie ferner das Spiegelbild von g. 

11.06 Die Punkte A, B, C (Aufgabe 11 . 04 ) sind durch einen Punkt D zu einer punktsymmetri¬ 
schen Figur zu ergänzen. Wie viele Lösungen gibt es? 


Graphisch und rechnerisch! 
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Schiebung (Translation) 


Eine Schiebung (Parallelverschiebung) ist festge¬ 
legt durch einen Schiebvektor. 

Für die hier dargestellte Abbildung schreiben wir sym¬ 
bolisch 1 : 

T(p]^ABC) = ^'B'C' 

Die Schiebung besitzt keinen Fixpunkt. 

Alle Geraden in der Schiebrichtung sind Fixgeraden. 

BEISPIEL 


C' 



Das Dreieck A ( —1|3), B {51 — 2), C(3|7) 
schieben. Berechnen Sie die Koordinaten 


Lösung: 



A'{ 4| 6) £'(1011) 



AUFGABEN 

11.07 A ABC (ö =4,5 cm, b = 3,5 cm, c = 6 cm) ist in Richtung der Seite c um 4 cm zu ver¬ 
schieben, in Richtung der Seite a um 5 cm. Zeigen Sie, daß beide Schiebungen zu¬ 
sammen durch eine einzige ersetzt werden können! 

11.08 Führen Sie das Dreieck ABC durch Schiebung (Schiebstrecke AA') und anschließende 
Drehung um n in ein kongruentes Dreieck A'B'C' über! 

Ersetzen Sie diese Bewegungen durch eine Drehung! 

11.09 Führen Sie in 11.08 zuerst die Drehung aus (z. B. um A, bis AC\A'C ') und anschlie¬ 
ßend die Schiebung! 

11.10 Gegeben seien drei Geraden [A (010), B (413)], g 2 = *-Achse und g 3 [C( — 610), 
D ( — 4 1 — 6 )]. Es ist eine Strecke PQ || g 3 mit PQ = 3 und P e g } und Q e g 2 zu ermitteln. 
Geben Sie die Anzahl der Lösungen an! 

11.11 Die Strecke A( — 113), Z?(5|l) ist mit dem Schiebvektor p = U J parallel zu ver¬ 
schieben. Berechnen Sie die Koordinaten von A' und B '. ' ' 

11.12 Das Dreieck A ( — 110), B(5 11), C(3 |3) ist so parallel zu verschieben, daß die Ecke A 
nach A 1 (7 14) kommt. Berechnen Sie die Koordinaten von B' und C '. 

11.13 Verschieben Sie das Dreieck A( — 3 12), B( 415), C(1|0) so, daß die Ecke B nach 
B' (3 11) kommt. Berechnen Sie die Koordinaten von A' und C '. 


T ist der Anfangsbuchstabe des Wortes Translation. 
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Spiegelung an einer Geraden (axiale Spiegelung) 


Eine Axialspiegelung ist festgelegt durch eine Gerade m, die 
Spiegelungsachse (kurz Achse). 

Für die hier dargestellte Abbildung schreiben wir symbolisch: 
S[m](P)=F 


m 



Beachten Sie: 

Punkt und Bildpunkt sind von jedem Punkt der Achse gleich 
weit entfernt. 


Jede Gerade g, die weder parallel noch normal zur Achse m 
ist, schneidet ihre Bildgerade g 7 in genau einem Punkt der 
Achse. 


Jede zur Achse normale Gerade ist Fixgerade. 
Die Achse ist jedoch die einzige Fixpunktgerade. 


Jede zur Achse parallele Gerade ist auch parallel zu ihrem 
Spiegelbild. 


k und k! sind entgegengesetzt orientiert. 


Alle Kreise, deren Mittelpunkte auf m liegen, sind Fixkreise, 
aber keine Fixpunktkreise. 


Weiters: 



Eine ebene Figur heißt symmetrisch bezüglich m genau dann, wenn es eine 
Spiegelung S[m] an m gibt, bei der die Figur auf sich selbst abgebildet wird. 


Statt symmetrisch bezüglich m sagt man auch axialsymmetrisch oder geraden¬ 
symmetrisch. 

Die Spiegelungsachse heißt dann Symmetrieachse der Figur. 


Erklären Sie den Begriff der Axialsymmetrie mittels „Umklappen“. 

Zeigen Sie, daß das Rechteck zwei und das Quadrat vier Symmetrieachsen hat. 
Zeigen Sie ferner, daß der Kreis bezüglich jedes Durchmessers symmetrisch ist. 
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AUFGABEN 

11.14 Spiegeln Sie zeichnerisch und rechnerisch das Dreieck ABC[A ( — 511), #(0|0), 
C (— 215)] an der Geraden g[B <e g; g || b]. 

11.15 Von dem gleichschenkligen Trapez ABCD sind die Eckpunkte A( — 412) und 
D (— 3 15) und die Symmetrieachse m [I (010), II (— 217)] gegeben. 

Konstruieren Sie das Trapez. 

11.16 Die Diagonalen eines Rhombus liegen auf den Koordinatenachsen (AC c jc-A chse, 
BD c y-Achse). Es liegt P( — 11 — 2) auf AB und Q (— 2,511) auf AD. 

Konstruieren Sie den Rhombus. 

11.17 Von einem Quadrat ABCD liegen B und D auf der y- Achse. A liegt auf gi[I( —5|0), 
11 (- 3 14)] und C liegt auf g 2 [111 (01 - 4), IV(3 10)]. 

Konstruieren Sie das Quadrat. 


11.3 Ähnlichkeitsabbildungen 

EINFÜHRENDES BEISPIEL 


C' 



B 


ABC s A'B'C' Die Dreiecke sind kongruent, sie stimmen in Form und Größe überein. 

ABC ~ A"B"C" Die Dreiecke sind ähnlich, sie stimmen in der Form überein. 

Geometrische Figuren einer Ebene heißen einander ähnlich, wenn 

1. entsprechende Strecken im gleichen Verhältnis stehen, 

2. entsprechende Winkel gleich groß sind. 

Invarianten: Streckenverhältnisse 

Winkelgrößen 
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Zentrische Streckung 


Eine zentrische Streckung ist festgelegt durch 
das Streckungszentrum Z 
und den Streckungsfaktor k. 

Die Invarianten der zentrischen Streckung sind: 

1. Längenverhältnisse, 

2. Winkelgrößen, 

3. Orientierungen: 

Jede Gerade wird auf eine zu ihr parallele Gerade ab¬ 
gebildet; der Umlaufsinn einer Figur bleibt gleich. 


Für die hier dargestellte Abbildung schreiben wir symbolisch: 
St [Z; 2] (AABC) = AA'B'C 



Es gilt: 


ZA' = 2 -ZA ,... 
a' = a; ß' = ß; 


y'—y 


BEISPIELE 


k > 1 Vergrößerung 

k = 1 Identität 

0<A:<1 Verkleinerung 


— l<k<0 Verkleinerung 
k = — 1 Punktspiegelung 

k < — 1 Vergrößerung 


C' 



Die in der obigen Abbildung dargestellten Dreiecke sind zentrisch ähnlich. 

Die Kongruenz ist ein Sonderfall der Ähnlichkeit (Ähnlichkeitsfaktor \k\ = l). 

BEISPIEL 

Das Dreieck ^4 (113), 5(5|7), C(2|0) ist von Af(3|l) aus auf das Dreifache zu strecken 1 . 
Berechnen Sie die Koordinaten von A', B', C'. 


Streckungsfaktor k = 3 
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AUFGABEN 

11.18 Vergrößern Sie ein Dreieck mit den Seiten fl = 54mm, 6 = 21mm, / = 54° im Ver¬ 
hältnis 4: 3. 

11.19 a) Vergrößern Sie ein Quadrat mit der Diagonale d = 37 mm im Verhältnis 5 : 2. 

b) Verkleinern Sie ein Rechteck mit den Seiten a = 84 mm, 6 = 36 mm im Maßstab 
k = 2:3. 

11.20 Beweisen Sie vektoriell: Durch eine Punktstreckung wird jede nicht durch das Strek- 
kungszentrum Z gehende Gerade auf eine zu ihr parallele Gerade abgebildet. 

11.21 Beweisen Sie: Bei jeder zentrischen Streckung bleibt die Größe eines Winkels unverän¬ 
dert. 

11.22 Zeigen Sie: St[Z; k,]Ö St[Z; k 2 ] = St[Z; k t • k 2 ] 

Die Verknüpfung zweier zentrischer Streckungen mit den Streckungsfaktoren k t und k 2 
mit demselben Zentrum Z ergibt die zentrische Streckung St[Z; k A -k 2 ], also die Strek- 
kung mit Z und dem Streckungsfaktor ky • k 2 . .. 7 

11.23 Beweisen Sie: Jeder Kreis wird bei einer zentrischen Streckung auf einen Kreis abge¬ 
bildet. 

11.24 Schreiben Sie einem Kreise ein Rechteck ein, dessen Seiten sich wie 2 : 5 verhalten. 

11.25 Einem gegebenen Dreieck ist ein Quadrat einzuschreiben. 

11.26 Schreiben Sie einem Dreieck ABC ein gleichseitiges Dreieck ein, dessen Seite A'B' 
parallel ist zu AB. 

11.27 Schreiben Sie einem Kreisausschnitt a) ein Quadrat, b) ein Rechteck, dessen Seiten 
sich wie 4 : 3 verhalten, c) einen Kreis ein. 

11.28 Schreiben Sie einem Halbkreis ein Quadrat so ein, daß eine Quadratseite auf dem 
Durchmesser zu liegen kommt. 

11.29 Einem Deltoid (a = 8 cm, 6 = 6 cm, e = 10 cm) ist ein Quadrat einzuschreiben. 

11.30 Schreiben Sie einem Rhombus (fl =6 cm, er = 48°) ein Quadrat ein. 

11.31 Das Dreieck ^4(1|2), 5(5|1), C(3|0) ist von M(0|3) aus mit k = 2 zu strecken. 
Berechnen Sie die Koordinaten von A \ B', C'. 


Verknüpfen bedeutet hier soviel wie hintereinander ausführen. 
Eine Verknüpfung wird mit dem Symbol O bezeichnet. 
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11.32 Die Strecke A ( — 3 11), B (5 13) ist an M( 014) zu spiegeln 

(Punktspiegelung: k = — 1, A ' liegt so, daß M der Mittelpunkt von A und A ' ist usw.). 

a) Lösen Sie die Aufgabe zeichnerisch. 

b) Berechnen Sie die Koordinaten von A\ B'. 

11.33 Das Viereck A (11 — 3), B( 51 — 2), C( 413), D(2|7) ist von M(-l|4) aus auf das Drei¬ 
fache zu strecken. 

Bestimmen Sie A', B', C', D': a) durch Zeichnung, b) durch Rechnung. 

11.34 Das Dreieck A (— 211), B (512), C (3 | -1) ist an M (114) zu spiegeln. 

Berechnen Sie die Koordinaten der Eckpunkte des gespiegelten Dreiecks. 

11.35 Das Dreieck A( 111), B (213), C ( — 11 — 1) ist von M (013) aus mit k = — 4 zu strecken 
(Spiegelung an M und Streckung). 

Berechnen Sie die Koordinaten der Eckpunkte A', B', C'. 

Weitere Ähnlichkeitsabbildungen sind die Drehstreckung und die Klappstreckung, die fol¬ 
gendermaßen definiert sind: 


Das Ergebnis der Verknüpfung einer Drehung und einer Streckung, wobei Drehpunkt 
und Streckungszentrum zusammenfallen, heißt Drehstreckung. 

Das Ergebnis der Verknüpfung einer axialen Spiegelung mit einer zentrischen Strek- 
kung, deren Zentrum auf der Spiegelungsachse liegt, heißt Klappstreckung. 



A" 


Z=M 


Drehstreckung 

D [M; cc] O St [Z; k ] = DSt [M; a; Z; k] 
DSt [M; a; Z; k](ABC) = A"B"C" 


Klappstreckung 

S [m] O St [Z; k] = KSt [m; Z; k] 
KSt [m; Z; k] (ABC) = A"B" C" 


Man kann zeigen, daß jede gleichsinnige Ähnlichkeitsabbildung durch eine Drehstreckung 
und jede gegensinnige Ähnlichkeitsabbildung durch eine Klappstreckung dargestellt werden 
kann. Es ergibt sich daher folgende Einteilung der Ähnlichkeitsabbildungen: 


Gleichsinnige 

Ähnlichkeitsabbildungen 


Gegensinnige 

Ähnlichkeitsabbildungen 


k = 1 gleichsinnige Kongruenzabbildun- 


gegensinnige Kongruenzabbildun¬ 
gen (Umlegungen) 


gen (Bewegungen) 


k 4= 1 Drehstreckungen 


Klappstreckungen 
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AUFGABEN 

11.36 Das Dreieck ABC[A( 1|3), Z?(4|2), C(5|4)] ist einer Drehstreckung mit Z(0|0), k = 2 
und oc = 60° zu unterwerfen. 

11.37 Gegeben sind das Parallelogramm ABCD [A (210), Z?(6|2), C(8|5)]. Es ist eine Dreh¬ 
streckung mit Z (012), k = — ^ und a = — 90° durchzuführen. 


Lösen Sie die folgenden zusammengesetzten Aufgaben. 

11.38 Das Dreieck A (11 — 3), B (5 10), C (3 19) ist so parallel zu verschieben, daß sein Schwer¬ 
punkt S nach S' (715) kommt. 

Zeigen Sie durch Berechnung, daß der Umfang vor und nach der Schiebung gleich ist. 

11.39 Das Viereck A( — 3 11), B (51 — 2), C(315), D(— 116) ist vom Mittelpunkt der Strecke 
AC aus auf das Doppelte zu strecken und dann so parallel zu verschieben, daß B' 
nach B" (91 —2) kommt. 

Berechnen Sie die Koordinaten von A", C", D". 

11.40 Die Strecke von A (11 — 2) nach B(l\ 1) ist in drei gleiche Teile zu teilen. 

Die gegebene Strecke samt den Teilungspunkten Tj und T 2 ist dann von M(5| —3) aus 
auf das Vierfache zu strecken. 

Zeigen Sie dann, daß A'B' durch T\, T' 2 wieder in drei gleiche Teile geteilt wird. 

11.41 Das Dreieck A( — 113), Z?(4|l), C(3|5) ist am Punkt M so zu spiegeln, daß A nach 
^'(5 111) kommt. 

Berechnen Sie die Koordinaten von M, B' und C'. 

Zeigen Sie durch Berechnung, daß der gespiegelte Schwerpunkt wieder Schwerpunkt 
des gespiegelten Dreiecks ist. 

11.42 Die Strecke von A (11 — 3) nach B (5 | — 1) wird am Punkt M so gespiegelt, daß B nach 
B'(9 17) kommt. 

Berechnen Sie die Koordinaten von M und A' und zeigen Sie dann, daß AB und A'B' 
parallel und gleich lang sind. 

11.43 Das Dreieck ^(1|3), 5(5|1), C(4|4) wird von S aus auf das Dreifache gestreckt. 
A kommt nach A' (— 3 15). 

Berechnen Sie die Koordinaten von S, B', C'. 

11.44 Das Dreieck ^(-1|2), £(5|-1), C(4|5) wird von S'(lll) aus so gestreckt, daß 
A nach A'( — 3 | a y ) kommt. 

Berechnen Sie k, a y und die Koordinaten von B', C'. 


11.4 Ähnliche Dreiecke 


Ähnliche Dreiecke stimmen in allen Winkeln und allen Verhältnissen entsprechender 
Strecken überein. 

Zur Überprüfung der Ähnlichkeit zweier Dreiecke ist es nicht notwendig, alle drei Seitenver¬ 
hältnisse und alle drei Winkel zu vergleichen. 

Die Ähnlichkeitssätze geben uns die hinreichenden Bedingungen für das Vorliegen einer Ähn¬ 
lichkeit zwischen Dreiecken an. 

Die Ähnlichkeitssätze werden oft zum Beweis anderer geometrischer Sätze verwendet. 
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s 

Zwei Dreiecke sind schon ähnlich, wenn sie übereinstimmen 
im Verhältnis der drei Seiten, 

oder im Verhältnis zweier Seiten und dem eingeschlossenen Winkel, 
oder in zwei Winkeln, 

oder im Verhältnis zweier Seiten und dem der größeren Seite gegenüberliegenden 
Winkel. 


Für die Praxis genügt meistens der Satz: 

s 


Zwei Dreiecke sind ähnlich, wenn sie in zwei Winkeln übereinstimmen. 


Folgerungen: 

s 

Rechtwinklige Dreiecke sind ähnlich, wenn sie übereinstimmen 
in einem spitzen Winkel oder im Verhältnis zweier Seiten. 



s 


Gleichschenklige Dreiecke sind ähnlich, wenn sie übereinstimmen 


in einem zur Basis gleichliegenden Winkel oder 
im Verhältnis der Schenkel zur Basis. 

► 

Alle rechtwinklig gleichschenkligen Dreiecke und alle gleichseitigen Dreiecke sind ähnlich. 


BEISPIELE 

1. Es ist ein Dreieck zu konstruieren aus: 
a = 62°, ß = 75°, p = lcm 
Lösung: 

Wir gehen von dem als Lösung angenom¬ 
menen Dreieck ABC aus und erkennen: 
Durch die Angabe von oc und ß ist die Form 
des Dreiecks bestimmt, durch p seine Größe. 
Wir erhalten ein ähnliches Dreieck A'B'C', 
wenn wir Dreieck ABC mit M als Zentrum 
strecken. 

Daraus ergibt sich der Konstruktionsgang. 
KG: 1. A A'B'C (cc,ß) 

2. Zeichnen der Winkelsymmetralen, 
des Inkreises (p') und der Berüh¬ 
rungsradien 

3. k(M;p ) 

4. L = {AABC} 

Hinweis: Von einem großen ähnlichen 
Dreieck ausgehen! 
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2. Es ist ein Dreieck zu konstruieren aus: 

7 = 34°, a\b = 8:5, c = 3 cm 
Lösung: 

Wir zeichnen das als Lösung angenommene 
Dreieck ABC. 

Durch y = 34°, a = 8 e, b = 5 e ist ein dem ge¬ 
suchten Dreieck ähnliches Dreieck A'B'C' 
bestimmt. 


KG: 1. AA'ß'C'(y,a=8e,b = 5e) 

2. AB =c 

3. g\\A'C 

4. B'C'ng={C} 

5. L={AABC} 




3. Die Längen der Obergurtstäbe (1, 2, 3), der 
Vertikalstäbe (4, 5) und der Diagonalstäbe 
(7, 8) des Dachbinders sind zu berechnen. 

Lösung: 

4=4=4= j |/10,5 2 + 3,3 2 = y • 11 = 3,67 
U : 4 : 3,3 = 1: 2 : 3 / 4 = 1,10 l 5 = 2,20 

4 = 4 = 3,67 / 8 = ]/3,5 2 + 2,2 2 = 4,13 

4 = 4 = 4 = 4 = 3,67 m 4= 1,10 m 



4 = 2,20 m 4 = 4,13 m 


AUFGABEN 

11.45 Konstruieren Sie ein Dreieck aus: 

a) r = 4,2 cm; a = 42°; ß = 3T b) s b = 5, 2cm; £ = 63°; / = 34° 

c) c:/? = 7:4; y = 48°; a=13 mm d) a : b : c = 6 : 7 : 10; w,. = 40 mm 

e) 4=30 mm; öt = 64° ; ß = 15° f) s f = 28mm; ß = 42° ; 7 = 65° 

11.46 Konstruieren Sie ein rechtwinkliges Dreieck aus: 

a) a:b = 7:12; c = 74 mm b) 6:c = 6:ll; 4=43 mm 

c) a:c = 10:13; = 50 mm d) w ß = 47 mm; er = 43° 

11.47 Konstruieren Sie ein gleichschenkliges Dreieck aus: 

a) oc = 47°; p = 42 mm b) 7 = 68° ; r = 82 mm 

11.48 Eine Straßenlampe mit m = 14kg wird durch zwei in Hausmauern befestigte Drähte 
getragen, welche einen Winkel von 125° einschließen. 

Welche Kräfte wirken in den Drähten, wie groß ist die waagrechte und senkrechte 
Beanspruchung der Befestigungshaken? 
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11.49 Berechnen Sie die Stablängen der Dachbinder. 



11.51 Berechnen Sie die Längen der Sparren und 
Firste, die fehlenden Firsthöhen und die 
Dachoberfläche (gleich geneigte Dachoberflä¬ 
chen; fehlende Firsthöhen mittels Propor¬ 
tionen berechnen!). 


h, =4 




/\ h 4 hi " 

10 

8 

6 




10 

> 

6 

k 

1 

y 


1 

<K 


11.52 Welche Kräfte müssen die Streben der Drehkräne aufnehmen? 
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11.53 Ein Körper vom Gewicht G liegt auf einer schiefen Ebene von der Höhe 2,8 m, der 
Länge 6,3 m. Wie groß ist die Hangabtriebskraft? 

11.54 Die Seiten eines Dreiecks messen: a = 12,3 cm, b = 7,5 cm und c = 15cm. Wie lang 
sind die Seiten eines ähnlichen Dreiecks, wenn der Ähnlichkeitsmaßstab 3 : 7 beträgt? 

11.55 Die Seiten eines Dreiecks sind: a = 4,3 cm, b = 8,7 cm und c = 9,7 cm. 

Berechnen Sie a' und b' eines ähnlichen Dreiecks, wenn c' = 14,3 cm mißt. 

Lösen Sie die Aufgabe auch graphisch! 

11.56 Beweisen Sie den Satz: 

Die Umfänge ähnlicher Dreiecke verhalten sich wie entsprechende Strecken. 


Wir beweisen nun den Satz: 


Die Flächeninhalte ähnlicher Dreiecke verhalten sich wie die Quadrate der Längen zuge¬ 
ordneter Strecken. 


Beweis: 

Die Dreiecke A^B^Q und A 2 B 2 C 2 seien ähnlich. Da alle entsprechenden Stücke proportional 
sind, gelten die Beziehungen: a^:a 2 = k; b A :b 2 = k; c 1 :c 2 = k; A C1 :h C2 =k 

1 1 

Folglich gilt: A^ :A 2 = h C] :—c 1 h C2 = kc 2 • kh n :c 2 h n = k 2 = a?:a 2 = b?:b 2 = ... 


AUFGABEN 

11.57 Wie verhalten sich die Umfänge zweier ähnlicher Dreiecke, wenn sich ihre Flächen¬ 
inhalte wie 2 : 3 verhalten? 

11.58 Ein rechtwinkliges Dreieck ist durch a =6,2 cm und c = 14,5 cm gegeben. Wie lange 
sind die Seiten eines ähnlichen Dreiecks, dessen Flächeninhalt 150 cm 2 beträgt? 

11.59 Konstruieren Sie das dem Dreieck ABC(c = 6,8cm, h c =4,2cm, a = 12°) ähnliche 
Dreieck A'B'C', dessen Flächeninhalt viermal so groß ist. 

11.60 Wie groß ist die Flächenvergrößerung eines Mikroskops, wenn die lineare Vergröße¬ 
rung — der Vergrößerungsmaßstab — 1500 :1 beträgt? 


11.5 Ähnliche Vielecke 

Zur Überprüfung der Ähnlichkeit von Dreiecken ge¬ 
nügt die Feststellung der Gleichheit der Winkel. 
Vielecke, bei denen zugeordnete Umfangswinkel 
gleich sind, müssen jedoch nicht ähnlich sein. 
Nennen Sie Beispiele! 
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Da sich zwei ähnliche Vielecke in Paare ähnlicher Dreiecke zerlegen lassen, gelten folgende 
Sätze: 


s 


1. In ähnlichen Vielecken verhalten sich zwei Strecken wie ein Paar entsprechender 
Seiten. 


s^:s 2 =k 


2. In ähnlichen Vielecken verhalten sich die Umfänge wie entsprechende Seiten. 

U,:U 2 = k 

3. In ähnlichen Vielecken verhalten sich die Flächeninhalte wie die Quadrate der 
Längen entsprechender Strecken. 

A a :A 2 = k 2 = a? : aj = :6 2 2 = ... 


AUFGABEN 


11.61 Die Umfänge (Flächeninhalte) zweier ähnlicher Figuren verhalten sich wie 4 : 9. 
Wie verhalten sich entsprechende Seiten? 


11.62 Um die Entfernung der Punkte C und D zu be¬ 
stimmen, mißt man die Sehwinkel nach den End¬ 
punkten der bekannten Strecke AB (Rückwärtsein¬ 
schneiden aus zwei Punkten; Hansen-Aufgabe). 



AB (in m) 

n 

72 

s, 

Ö2 

a) 

520 

73° 

92° 

1° 

20 ° 

b) 

1730 

37° 

34° 

72° 

46° 

c) 

960 

104° 

17° 

29° 

111 ° 



11.6 Strahlensätze 

Aus den Ähnlichkeitssätzen für Dreiecke lassen sich die Strahlensätze herleiten. 


Erster Strahlensatz 


SA-j : SB\ = SA 2 i SB 2 
SA11 A\B-[ = SA 2 ! A 2 B 2 

Werden die Schenkel eines Winkels von Parallelen ge¬ 
schnitten, so verhalten sich die Abschnitte des einen Schen¬ 
kels wie die zugeordneten Abschnitte des anderen Schen¬ 
kels. 


Für verschiedene Beweise benötigt man die ebenfalls gültige 
Umkehrung des ersten Strahlensatzes: 


S 



Werden die Schenkel eines Winkels von zwei Geraden und g 2 so geschnitten, daß sich 
alle Abschnitte auf dem einen Schenkel wie die entsprechenden Abschnitte auf dem an¬ 
deren Schenkel verhalten, dann sind die Geraden g\ und g 2 parallel. 
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Aus dem ersten Strahlensatz folgt: 


Bei Parallelprojektion bleiben Streckenverhältnisse gleich. 



A' B' C' D' E' 


Zweiter Strahlensatz 


A\A 2 : 5^2 = SA ^: SB\ 

= SÄ 2 :W2 

Werden die Schenkel eines Winkels von Parallelen geschnitten, so verhalten sich die Par¬ 
allelenabschnitte wie die vom Scheitel aus gerechneten entsprechenden Abschnitte eines 
Schenkels. 


Aus A X A 2 :B 3 B 3 = SA]: SB\ folgt nicht 
A\A 2 1| B\ ~B 3 


Die Strahlensätze gelten auch für parallele Geraden bei 
Scheitelwinkeln. 

Z>C :ÄB = SD :SB SD :DB = SC:CÄ 

Die vom Scheitel aus gerechneten Abschnitte müssen auf einer 
Geraden liegen! 



U! -sc - 

/'T f 7 



Anwendungen der Strahlensätze 

a) Teilung einer Strecke 


Wenn der Punkt T die Strecke AB teilt, so ist das Teilungsverhältnis A folgendermaßen 
definiert: 

ÄT—X BT 


Wir unterscheiden: 


T teilt AB innen. 



T teilt AB außen. 


o- 




ÄT 



T ist innerer Teilungspunkt von AB. 


T ist äußerer Teilungspunkt von AB. 
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Das Teilungsverhältnis A ist eine ne- I A ist eine positive Zahl, 
gative Zahl. 

^ Für den Mittelpunkt M der Strecke AB gilt A = — 1. 

Für den Punkt A gilt A = 0. 

Dem Punkt B ist kein Teilungsverhältnis A zugeordnet. 

Wenn das innere Teilungsverhältnis dem Betrage nach dem äußeren Teilungsverhältnis 
gleich ist, so sagt man: Die Strecke AB wird durch die Punkte P und Q harmonisch geteilt. 
A, B, P, Q heißen dann harmonische Punkte. 


BEISPIELE 


1. Eine Strecke AB = 6 cm ist innen im Verhältnis 3 : 5 zu teilen. 


Graphische Lösung: 

Nach dem 1. Strahlensatz 
D 


AP B 


AC = 3e; CD = 5e 
Rechnerische Lösung: 

ÄP = 3p 
PB = 5p 

AP + PB = AB — 8 p = 6 cm 
6 3 

P = g cm = 4 cm 


Nach dem 2. Strahlensatz 



AP = 2,25 cm, PB = 3,75 cm 



2 . 


Die Strecke AB = 3 cm ist graphisch außen im Verhältnis 5 : 2 zu teilen. 


Lösung: 

Nach dem 1. Strahlensatz 


D 



Nach dem 2. Strahlensatz 



AK = 5e 1 ; BL = 2e, 


AD = 5e; CD = 2e 
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3. Die Strecke AB = 2,5 cm ist im Verhältnis 3 : 5 harmonisch zu teilen. 


Aus 

BE = 5e 


fr 



CÄ=DÄ=3e 





folgt nach dem zweiten 


C \ \ 



Strahlensatz: 





QA'Qß = 3:5 




und 

PA : PB = 3:5 




^ Vermeiden Sie schleifende Schnitte! 

Q 

A \l p 

B 

b) Graphische Lösung von Proportionen 


D 



Um die Proportion 3 : 4 = 6 :x graphisch zu lösen, ordnen wir den Zahlen 3, 4, 6 die Strecken 
3 e, 4 e, 6 e zu und erhalten: 



Um uns das Ziehen der Parallelen zu ersparen, können wir auch 
folgendermaßen Vorgehen: 

1. k,(A;3e) ng, = {B,B'} 

2. k 2 (B-4e ) 

3. k ! n k 2 = {C, C'} 

4. g 2 [AC] 

5. k 3 (A;6 e x ) n & = {£}; h n ^ = {Z)} 

6 . ED = xe x 

m 


Der durch g^ und g 2 bestimmte Winkel heißt Proportional¬ 
winkel. 



c) Vergrößern und Verkleinern von Figuren 


Ein Dreieck ist im Maßstab 3 : 2 zu vergrößern. 


Lösungen: 


Beschreiben Sie die 
Verfahren! 
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d) Lineare Interpolation 

EINFÜHRENDES BEISPIEL 

1. Die Gerade g geht durch die Punkte Pi (211) und P 2 (1016). Der Funktionswert für den 
zwischengeschalteten Wert x 3 = 8 ist mit Hilfe des zweiten Strahlensatzes zu ermitteln. 

Lösung: 

Es gilt: y-i = y\ + b 

und b: 5 = 6:8 

Daraus folgt: 6 = 3,75 
und ^ 3 = 1 + 3,75 = 4,75 

P* (814,75) 


Das Bestimmen der Zwischenwerte der linearen Funktion nennt man lineare 
Interpolation 1 . 



Für jeden zwischen X\ und x 2 eingeschobenen x-Wert gibt es einen Funktionswert y, der 
zwischen y 1 und y 2 liegt. 


Es gelten die Beziehungen: 
d : D = (x — x t ): (x 2 — x 3 ) 

D 


x 2 - x 3 

y = y\ + d = 


(x - x^ 


X 2 - X 3 


(x - x 3 ) 


. yi-yi , 

y = yi + ——— (x - xj) 

X 2 — Xi 



Mittels linearer Interpolation berechnet man näherungsweise 
die Zwischenwerte von Funktionswerten. 

Man ersetzt die Kurve der Funktion im betrachteten Intervall 
durch die zugehörige Sehne. 

y s ist ein Näherungswert für y; statt der Ordinate bis zur 
Funktionskurve wird nur die bis zur Sehne reichende Ordi¬ 
nate genommen. 

Der Interpolationsfehler, die Differenz y s —y, hängt sowohl 
von der vorgegebenen Funktion als auch von der Größe von 
x 2 —X! ab. 


y 


o 



X 


2—*1 


BEISPIELE 

2. Wie groß sind die Bogenhöhe h und die Segmentfläche + in einem Kreis mit dem 
Radius r = 31,2 cm und dem Mittenwinkel o' = 64,3°? 

Lösung: 

Dieses Beispiel können wir rechnerisch noch nicht lösen (Abschnitt 12.8). 

Die Funktionswerte h und A für a = 64,3° finden wir durch lineare Interpolation. 


interpolare (lat.) = einschalten 
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Im Tabellenbuch finden wir die Werte: 


a 

h 

r 

A 

r 1 

64° 

65° 

0,1520 

0,1566 

0,10911 

0,11408 



d: 


46 = 0,3:1 .. 
d = 14 

- = 0,1520 
r +14 
0,1534 

h=- r = 4,79 
r 


d : 497 = 0,3:1 
<7 = 149 

-=0,10911 
r2 +149 
0,11060 

A =4 • r 2 = 107,7 
r l 


h =4,79 cm, ^4= 107,7 cm 2 


3. 


Von einem Kreisabschnitt sind /I =1,075 cm 2 und r = 5,00 cm bekannt. 
Der Mittenwinkel tz und die Abschnittshöhe h 
sind zu ermitteln. 


Lösung (mit Hilfe der Kreisabschnittstabelle): 
A/r 1 = 1,075/25 = 0,043 


oc 

A/r 2 


46° 

0,04176 

0,043 

47° 

0,04448 

-0,04176 

1 

272 

124 

Es gilt: d : 

1 = 124:272 

=> d = 0,456 


cc 

h/r 

46° 

0,0795 

47° 

0,0829 

1 

34 


0,456:1 = ^:34 => d = 15,5 /i/r = 0,0811 



4. 


Der Flächeninhalt und der Umfang der Ellipse mit den Halbachsen a = 5,0cm und 
b = 3,5 cm sind zu berechnen. 


Lösung: 

Es gilt 2 : A=nab 

A =7i ab = 17,5 Ti cm 2 


Überschlagsrechnung: 
A « 20 cm 2 • 3 = 60 cm 2 


A = 55,0 cm 2 


Für den Umfang der Ellipse gibt es keine geschlossene Formel. Wir entnehmen die 
Werte für den Umfang einer Ellipse mit den Halbachsen a und b dem Tabellenbuch. 


1 Wir rechnen in Einheiten der letzten Stelle, somit D = 46. 

2 Diese Formel wird im 3. Band abgeleitet. 
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Anleitung: 

1. Wir bestimmen zunächst das Verhältnis b :a = n. 

2. Aus der Tabelle ersehen wir den Umfang einer Ellipse mit a = 1 als Funktion 
des Achsenverhältnisses n. 

3. Wir multiplizieren den aus der Tafel erhaltenen Wert mit a. 

b :a = 0,7 Wir lesen ab: n = 0,7 U, = 5,3824 

und erhalten: U=aU- [ = 26,9cm U = 26,9cm 


AUFGABEN 


11.63 Berechnen Sie jeweils Flächeninhalt und Umfang der folgenden Ellipsen: 


a) a =7,3 cm 

b) a = 14,3 dm 

c) a = 3,4 m 

d) a = 42 cm 

e) b = 17 cm 


6 = 2,8 cm 
b = 8,9 dm 
6 = 7,5 m 

c =38 cm (fl 2 = 6 2 + e 2 ) 

e =34 cm 


e) Praktische Anwendungen der Strahlensätze 
Proportionalzirkel 

Zum Vergrößern oder Verkleinern von Strecken nach 
einem gegebenen Maßstab verwendet man den Propor¬ 
tionalzirkel. Er besteht aus zwei Schenkeln mit verstell¬ 
barem Drehpunkt. 

Proportionalmaßstab 

Der Proportionalmaßstab dient zum genauen Messen von Strecken, die man mit dem Stech¬ 
zirkel in Zeichnungen oder Karten abgegriffen hat. 1 Er hat die Form eines Rechtecks, das in 
Quer- und Längsstreifen unterteilt ist. 

Die erste Einheit ist in zehn gleiche Teile geteilt. Die Teilungspunkte sind in der darge¬ 
stellten Weise verbunden. 

io 


8 


6 


4 


2 


0 

8 6 4 2 0 1 2 3 

1:50 




Wir lesen ab: AB = 1,5 m; CD = 2,12 m; EF= 3,78 m 


Die Zeichnung ist nicht maßgerecht! 
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Fühlhebel 

Der zur Dickenmessung verwendete Fühlhebel beruht 
auf demselben Prinzip wie der Proportionalzirkel. 



Meßkeil 

Der Meßkeil dient zur Messung der lichten Weite von 
Röhren. Die Katheten des Querschnittdreiecks stehen 
im Verhältnis 1:10. .. .* 

Erläutern Sie die Verwendung! 


Meßlehre (Keilausschnitt) 

Die Dicke von Drähten, Saiten, Blechen wird mit Meß¬ 
lehren festgestellt! 

Erläutern Sie die Verwendung! 

Warum liefert die Messung einen Näherungswert? 




Nonius 

Um auf einer Millimeterteilung noch Zehntelmillimeter 
sicher ablesen zu können, verwendet man einen Neben¬ 
maßstab, den Nonius. Der Nonius beruht auf dem 
Prinzip des Proportionalmaßstabes. Meistens kommen 
auf 9 Teile des Hauptmaßstabes 10 Teile des Neben¬ 
maßstabes. 


20 25 30 




mH 


TU 


AUFGABEN 

11.64 Teilen Sie die Strecke AB innen im Verhältnis p : q. 


AB (in mm) 

46 

93 

56 

72 

126 

p ; q 

5:3 

7:4 

2:7 

3:5 

7:9 

11.65 Teilen Sie die Strecke RS außen im Verhältnis r :s. 

RS (in mm) 

16 

37 

48 

26 

92 

r : s 

7:2 

5:3 

8:5 

9:4 

11:3 

11.66 Teilen Sie die Strecke AB harmonisch im Verhältnis J 

p:q. 

AB (in mm) 

53 

28 

32 

17 

38 

p : q 

5:1 

4:1 

2:5 

1:6 

3:2 


Die Zeichnung ist nicht maßgerecht! 
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11. Abbildungen in der Ebene 


11.67 Teilen Sie die Strecke amn gleiche Teile. 


a (in mm) 

58 

34 

57,2 

18,3 

122 

n 

6 

3 

5 

4 

9 


11.68 Lösen Sie die Proportionen 8.39 und 8.40 zeichnerisch! 

11.69 Gegeben sind die Strecken a = 26 mm, b = 17 mm, c = 35 mm. 

Konstruieren Sie die Strecke x ! 

.ab .. ac . c 2 

a) x = — b) x = — c) x = — 

c b a 

11.70 Führen Sie die Multiplikationen x = 3 -4 und z = 3,5 -2,7 graphisch durch! 
Führen Sie die Divisionen a = 5:3; 6=7:4 und c = 8,9 : 3,7 graphisch durch! 

11.71 Beweisen Sie den 1. Strahlensatz. 

11.72 Beweisen Sie die Umkehrung des 1. Strahlensatzes. 

11.73 Beweisen Sie den 2. Strahlensatz. 


11.74 Beweisen Sie mit Hilfe der nebenstehenden Figur den folgenden Satz: 


s 


DA : DB = EA : EB — b :a 
Die Flalbierenden eines Dreieckswinkels 
und seines Außenwinkels teilen die Ge¬ 
genseite innen und außen im Verhältnis 
der anliegenden Seiten (harmonische 
Teilung!). 



11.75 Wenn die Punkte P und Q die Strecke AB harmonisch 
teilen, dann heißt AB das harmonische Mittel zwischen 
AP und AQ. 


Beweisen Sie die Beziehung: 


m h 


2 ab 
a + b 


b 


a 



m h P 

B Q 


11.76 Begründen Sie: 

EF ist das harmonische Mittel zu a und b. 

m h < m g <m a für a =t= b 



11.77 Bestimmen Sie das arithmetische, das geometrische und das harmonische Mittel zwi¬ 
schen den Zahlen: 


c) 


1 

2 ’ 


\ 

4 



1 

7 


a) 2, 3 


b) 6, 8 






























12. Kreise 


Nach dem Durcharbeiten dieses Abschnitts werden Sie folgendes können: 

■ Kreislinie und Kreisfläche als Punktmengen erklären; 

■ die Begriffe Radius, Durchmesser, Sehne, Sekante, Tangente, Passante eines Kreises sowie Mittel¬ 
punktsabstand zweier Kreise erklären; 

■ alle Möglichkeiten der Lage zweier Kreise zueinander angeben; 

■ in einem Punkt einer Kreislinie die Tangente konstruieren; 

■ den Kreis konstruieren, der einen gegebenen Mittelpunkt hat und eine gegebene Gerade berührt; 

■ die Kreistangenten parallel zu einer gegebenen Geraden konstruieren; 

■ die gemeinsamen Tangenten an zwei Kreise konstruieren; 

■ den Kreis durch drei Punkte konstruieren; 

■ Kreise, die drei Geraden berühren, konstruieren; 

■ in einer gegebenen Figur Randwinkel, Mittenwinkel und Sehnen-Tangenten-Winkel identifi¬ 
zieren ; 

■ die Randwinkelsätze bei Konstruktionsaufgaben anwenden; 

■ den Satz von Thaies bei Konstruktionsaufgaben anwenden; 

■ Sehnenvierecke und Tangentenvierecke konstruieren; 

■ den Kreisumfang und den Kreisflächeninhalt berechnen; 

■ Winkel vom Gradmaß in das Bogenmaß umrechnen; 

■ Winkel vom Bogenmaß in das Gradmaß umrechnen; 

■ das Bogenmaß für 30°, 45°, 60°, 90°, 180°, 270°, 360° als Vielfache von n angeben; 

■ Berechnungen am Kreisausschnitt durchführen; 

■ Berechnungen am Kreisabschnitt mit Hilfe einer Tabelle durchführen; 

■ den Sehnensatz und den Sekantensatz anwenden. 


12.1 Kreis und Gerade 


Wiederholung: 

k{M;r) = {P\~MP = r} 

Die Kreislinie k ist die Menge aller Punkte P einer Ebene, die von 
einem festen Punkt, dem Mittelpunkt 1 M, einen konstanten Abstand r 
haben, r heißt Halbmesser oder Radius. 



Es gilt somit: Peko PM = r 


keinen 

Jede Gerade g e e, die mit einem Kreis k e e einen gemeinsame(n) Punkt(e) hat, heißt 

zwei 

Passante 

Tangente dieses Kreises. 

Sekante 

Jede durch M gehende Gerade heißt Zentrale. 


1 Auch Zentrum genannt. 
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Passante 



gnk ={} 


Tangente 


Sekante 


Zentrale 



gnk = {T) 



m 


Jede Strecke MP mit P e k heißt Radius des Kreises k. 

Jede Strecke, die zwei beliebige Punkte der Kreislinie k verbindet, heißt Sehne dieses 
Kreises. 

Jede Sehne, die den Mittelpunkt M enthält, heißt Durchmesser dieses Kreises. 



Radius 


Sehne Durchmesser 


s 


s 


s 


Die Normale vom Mittelpunkt eines Kreises auf eine Sehne halbiert die 
Sehne, den zur Sehne gehörigen Mittenwinkel und den zugehörigen 
Bogen. 

ÄC= CB; < AMD = < DMB ÄD= DB; TE=EB 

Gleich lange Sehnen eines Kreises haben gleichen Mittelpunktsab¬ 
stand; umgekehrt sind gleich weit vom Mittelpunkt entfernte Sehnen 
gleich lang. 



Von einem außerhalb des Kreises liegenden Punkt P 
können zwei Tangenten an den Kreis gelegt werden. 


Aus der Spiegelgleichheit der rechtwinkligen Dreiecke MT X P 
und MT 2 P folgt: 



Die Tangentenstrecken von einem Punkt nach den Berührpunkten sind gleich lang. 

Die Verbindungsgerade des Punktes P mit dem Mittelpunkt M halbiert die Berührsehne, 
den zu dieser gehörigen Mittenwinkel und den Winkel zwischen den Tangenten. 


Tangenten zeichnet man vorteilhaft mit einem Geodreieck. 
Für mathematische Überlegungen ist es wichtig, auch die 
folgende Konstruktion zu kennen. 

Die vom Punkt P an den Kreis gezogenen Tangenten 
müssen rechtwinklig zu den Berührradien sein. Die Be¬ 
rührpunkte müssen daher auf dem Thales-Kreis über der 
Strecke MP liegen. 



r 
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AUFGABEN 


12.01 


12.02 

12.03 

12.04 

12.05 

12.06 

12.07 

12.08 

12.09 

12.10 

12.11 

12.12 


Definieren Sie die rot eingezeichneten Punktmengen als Menge der Mittelpunkte M 
aller. .. 




Beweisen Sie die oben angeführten Sätze. 

An einen Kreis k sind Tangenten zu legen, die eine Gerade g unter einem Winkel von 
52° schneiden. 

Durch die Punkte P u P 2 , P 3 ist ein Kreis zu legen. 

Durch die Punkte A und B sind Kreise mit gegebenem Radius r zu legen. 

Der Mittelpunkt eines vorgegebenen Kreisbogens ist zu bestimmen. 

Es sind Kreise mit gegebenem Radius r durch den Punkt P zu zeichnen, deren Mittel¬ 
punkte auf einer Geraden g liegen. 

Durch den innerhalb eines Kreises k liegenden Punkt P sind Sehnen von gegebener 
Länge s zu legen. 

Es sind Kreise von gegebenem Radius r zu zeichnen, die durch den Punkt P gehen 
und aus einer Geraden g Sehnen von gegebener Länge herausschneiden. 

Es sind Kreise von gegebenem Radius r zu zeichnen, deren vom gegebenen Punkt P 
ausgehende Tangentenstrecken die Länge t haben. Wie viele Lösungen gibt es? 

Es sind Kreise mit gegebenem Radius r zu zeichnen, welche die einander schnei¬ 
denden Geraden g\ und g 2 berühren. 

Es ist ein Kreis zu zeichnen, der durch einen Punkt A geht und eine Gerade g in einem 
Punkt G berührt. 


12.13 Es sind Kreise zu zeichnen, die ein Parallelenpaar und p 2 berühren und durch den 
im Streifen liegenden Punkt P gehen. 
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12.2 Winkel am Kreis 


Mittenwinkel 




Zwei Punkte A und B zerlegen den Kreis in zwei Kreisbögen, wir 
nennen sie a und b. 

Beachten Sie: 

a u b = k anb = {A,B} cc + /? = 360° 


Winkel, deren Scheitel im Mittelpunkt eines Kreises k liegen, 
heißen Mittenwinkel oder Zentriwinkel dieses Kreises. 


b 



AUFGABEN 


12.14 Beweisen Sie den Satz: 


s 


In gleich großen Kreisen gehören zu gleich großen Mittenwinkeln gleich lange 
Bogen und gleich lange Sehnen. 


Auf diesem Satz beruht das Übertragen von Winkeln. 
Kehren Sie diesen Satz um! 


12.15 Lösen Sie zeichnerisch: 

a) Wie groß sind die Mittenwinkel in einem Kreis mit dem Radius r = 5 cm, die zu den 
Sehnen s , 1 = 2 cm, s 2 = 85 mm, s 3 = 10 cm, s 4 = 6,4 cm, s 5 = 42 mm gehören? 

b) In einem Kreis mit dem Radius r = 6cm sind zu den Mittenwinkeln a) 35°, b) 72°, 

c) 223°, d) 270°, e) 305° die zugehörigen Sehnenlängen zu bestimmen. 


Sehnen-Tangenten-Winkel 


Ein Winkel zwischen einer Sehne eines Kreises und der 
Tangente durch einen ihrer Endpunkte heißt Sehnen-Tan- 
genten-Winkel. 


Weil a und — 
der Satz: 


bzw. g' und 


co 

2 


Normalwinkel sind, gilt 



1 bzw. d =^~ 
2 


'Wosum ? 
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Randwinkel 


Ein Winkel, dessen Scheitel auf einer Kreislinie liegt 
und dessen Schenkel Träger von Sehnen dieses 
Kreises sind, heißt Randwinkel oder Peripheriewinkel. 


Alle Randwinkel über dem Kreisbogen AB sind gleich 
groß, und zwar gleich dem Sehnen-Tangenten-Winkel 
und gleich dem halben Mittenwinkel über demselben 
Bogen. 



Ist die betrachtete Sehne ein Durchmesser des Kreises, so ist der Mittenwinkel 180°, jeder 
Randwinkel mißt daher 90°. 


Jeder Randwinkel über einem Durchmesser eines Kreises ist ein rechter Winkel (Satz des 
Thaies). 


Folgerung: 


Von jedem Punkt des Kreisbogens über der Sehne AB erscheint diese unter gleichem 


Winkel. 

Wir können daher sagen: 



{X\<AXB = y}=b(AB;y ) 

Die Menge aller Punkte, von denen aus die Strecke AB unter 
dem Winkel y, dem Sehwinkel, erscheint, ist der zu AB gehö¬ 
rige Kreisbogen mit dem Randwinkel y. 


K Ä A 

/ \ 1 1 
/ / M \A / 

BEISPIEL 

A 

B 


Es ist der Randwinkelkreis über AB = 3 cm 
für cr = 52° zu konstruieren. s 

KG: 1. ÄB = 3 cm / 

i \ 

2. m = {X\AX=BX) 

)/g 

T 

3. g{B;<{g,AB)=a) 

4. n (B) J_g \ 

5. n n m ={M) A 

1 oV bx" 

6. k(M, AM) 

ml / 


AUFGABEN 

12.16 Beweisen Sie den Randwinkelsatz: Y z=<7 = ^- 

12.17 Von welchen Punkten sieht man die Strecke AB unter dem Winkel er? 


AB 

4 cm 

65 mm 

8,2 cm 

75 mm 

48 mm 

a 

32° 

74° 

120° 

143° 

65° 


12.18 Von welchen Punkten erscheinen die auf einer Geraden liegenden Strecken AB = 6 cm 
und BC = 3 cm unter dem Winkel (p = 25° ? 

















































266 


12. Kreise 


12.19 Rückwärtseinschneiden nach drei Punkten 

(Snelliussche Aufgabe) 

Um die Lage des Punktes P in bezug auf die ihrer gegen¬ 
seitigen Lage nach bekannten Punkte A, B, C zu be¬ 
stimmen, mißt man die Winkel a und ß. 



AB (in m) 

BC (in m) 

Y 

OC 

ß 

a) 

4200 

7800 

147° 

32° 

49° 

b) 

1300 

2100 

128° 

24° 

38° 

c) 

7200 

9300 

145° 

34° 

68 ° 


Dieses Verfahren wird in der Schiffahrt zur Bestimmung 
des Standortes verwendet. 

Wann wird die Lösung dieser Aufgabe unmöglich? 


B 



12.3 Kreis und Kreis 

Die Lage zweier Kreise mit den Radien ^ und r 2 ist bestimmt durch den Abstand der Mittel¬ 
punkte der Kreise, dem Mittelpunktsabstand (Zentralabstand) c. 


Fallen die Mittelpunkte beider Kreise zusammen, so spricht man von konzentrischen 
Kreisen, andernfalls von exzentrischen Kreisen. 


Wenn r x >r 2 ist, dann sind sechs verschiedene Lagen möglich: 



AUFGABEN 

12.20 Geben Sie für diese 6 Fälle folgendes an: 

a) den Mittelpunktsabstand, 

b) die gegenseitige Lage, 

c) die Anzahl der gemeinsamen Punkte, 

d) die Anzahl der gemeinsamen Tangenten. 

12.21 Ordnen Sie dem Anwendungsbeispiel den jeweiligen Fall zu: 

1. Exzenterscheibe; 2. Kugellager; 3. Riementrieb; 4. Kopfkreise eines Rädertriebs; 
5. Teilkreise eines Rädertriebs bei Außenverzahnung; 6. Teilkreise eines Rädertriebs 
bei Innenverzahnung. 
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Wie man eine gemeinsame Tangente an zwei 
Kreise legt, ist aus der Figur ersichtlich. 



Zur Berechnung von Riemenlängen ist das Verständnis der folgenden Abbildungen 
notwendig. 



Aus den Abbildungen ersehen wir auch, daß die Richtung der gemeinsamen äußeren (in¬ 
neren) Tangente mit der Richtung einer Tangente übereinstimmt, die von M 2 an einen Kreis 
mit dem Mittelpunkt und dem Radius — r 2 (im zweiten Fall ^ + r 2 ) gezeichnet ist. 


Zeigen Sie, daß aus der symmetrischen Anordnung folgt: 


Die Tangentenstrecken der gemeinsamen äußeren Tangenten sind gleich lang. 

Die Tangentenstrecken der gemeinsamen inneren Tangenten sind gleich lang. 

Die äußeren (inneren) Tangenten schneiden einander jeweils auf der durch M\ und M 2 
gehenden Geraden, der Zentralen. 


AUFGABEN 

12.22 Es ist ein Kreis zu zeichnen, der einen gegebenen Kreis in 7j berührt und durch 
einen Punkt P geht. 

12.23 Es sind Kreise zu zeichnen, die zwei gegebene konzentrische Kreise k x und k 2 berühren 
und durch den Punkt P gehen. 

M(010), r x = 6, r 2 = 1,5; P(2|4,5) 

12.24 Zeichnen Sie Kreise mit gegebenem Radius r, die (I) zwei einander schneidende 
Kreise, (II) einen Kreis und eine Gerade, (III) zwei einander schneidende Geraden 
berühren. 

a) M —3|0||4), * 2 (210||3), r = 1,5 

b) /c (— 0,5 101| 3,5), g=y, r — \ 

c) Pi(01 — 3), S (212), P 2 { — \\A), r = 2 

12.25 Es sind Kreise zu zeichnen, die eine gegebene Gerade g im Punkt P und einen Kreis 
berühren. 

h ( - 2101| 3,5), g = y, P innen (011), P außen (015) 

12.26 Beschreiben Sie die gegenseitige Lage der Kreise (Seite 266) mit Hilfe der Symbole der 
Mengenlehre. 
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12.4 Kreisumfang und Kreisflächeninhalt 

Wir zeichnen einen Kreis mit eingeschriebenem 
regelmäßigem Sechseck und umschriebenem regel¬ 
mäßigem Sechseck. 

Der Umfang des Kreises ist kleiner als der Umfang 
des Tangentensechsecks (der Kreis wird vom Tan¬ 
gentensechseck umschlossen) und größer als der Um¬ 
fang des Sehnensechsecks (der Kreis schließt das 
Sehnensechseck ein). 

Verdoppeln wir die Seitenzahl und zeichnen regelmäßige Zwölfecke, so schmiegen sich die 
Vielecke enger an den Kreis. Die Umfänge und die Flächeninhalte der Sehnenvielecke 
nehmen zu, jene der Tangentenvielecke ab. 



Die Umfänge und die Flächeninhalte des einem Kreis mit dem Radius r eingeschriebenen 
regelmäßigen /t-Ecks ( u„, A eing ) und des umschriebenen regelmäßigen «-Ecks ( U„, A umsch ) 
sind in der nachfolgenden Tabelle angegeben. 


n 

u n 

U tt 

A • 

**ewg 

Aumsch 

6 

2 r -3,000 

2 r -3,464 

r 2 - 2,598 

r 2 - 3,464 

12 

2 r -3,106 

2 r -3,215 

r 2 - 3,000 

r 2 - 3,215 

24 

2 r -3,133 

2 r -3,160 

r 2 - 3,106 

r 2 - 3,160 

48 

2r-3,139 

2 r -3,146 

r 2 -3,133 

r 2 - 3,146 

96 

2 r -3,141 

2 r -3,143 

r 2 - 3,139 

r 2 - 3,143 

192 

2 r-3,141 

2 r -3,142 

r 2 - 3,141 

r 2 - 3,142 

384 

2 r -3,142 

2 r -3,142 

r 2 - 3,141 

r 2 - 3,142 


Wir erkennen: 


Mit wachsender Seitenzahl n streben die Umfänge der Tangentenvielecke und der 
Sehnenvielecke eines Kreises einem gemeinsamen Wert zu. 

Diesen „Grenzwert“ bezeichnet man als Umfang des Kreises. 

Der Flächeninhalt des Kreises liegt zwischen dem Flächeninhalt des Tangentenvielecks 
und dem Flächeninhalt des Sehnenvielecks. 


U = nd = 2rn 

A =^d 2 = nr 2 


4 


Die mit dem griechischen Kleinbuchstaben n (weist auf „Peripherie“ hin) bezeichnete Zahl 
kann beliebig angenähert (z. B. 2000 Stellen), aber nicht genau angegeben werden. Sie ist 
eine unendliche, nichtperiodische Dezimalzahl. 

Archimedes (287—212 v. Chr.), von dem das in der Aufgabe 12.31 angewandte Verfahren 
stammt, erhielt für das 96-Eck den Wert 7t = 22/7. 

Der Techniker rechnet meist mit 7t = 3,14. Die meisten Taschenrechner haben eine 7t-Taste. 
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Näherungskonstruktion von Kochansky 1 : 

Im mathematischen Sinn läßt sich der Kreisumfang nicht genau auf eine Gerade übertragen. 
Nur in diesem Sinn ist das Wort „Näherungskonstruktion“ für das folgende Verfahren auf¬ 
zufassen! 

Im Punkt A wird die Tangente an den Kreis gelegt. Der Pu 
C ist der Schnittpunkt der oben erwähnten Tangente i 
einer Geraden durch den Mittelpunkt M, die g[AB ] unter 
schneidet. 

Wenn CD=3r, so gilt: BD=j. 

Wir berechnen BD aus dem rechtwinkligen Dreieck BAD 
Es gilt: 

(BD) 2 = (2 r) 2 + = 4 r 2 + 9 r 2 - ifir 2 + -j 

Daraus erhalten wir BD = 3,14153 r . 

Wir sehen, daß die Abweichung vom halben Kreisumfang 3,14159 r nur 6* 10 -5 r beträgt. Im 
technischen Sinn liegt daher eine genaue Konstruktion vor, da die Zeichenungenauigkeit be¬ 
stimmt größer ist als der dem Verfahren anhaftende Fehler. 

Zahlenbeispiel: Bei einem Kreis mit dem Durchmesser d = 2 m beträgt der theoretische 
Fehler bei dieser Umfangkonstruktion nur 0,06 mm. 



AUFGABEN 


12.27 Zwischen dem Durchmesser d T des Teilkreises und der Zähnezahl z eines Zahnrades 
besteht die Beziehung: d T =mz. Welche Beziehung besteht zwischen dem Modul m 
und der Teilung /, dem Abstand der Zahnmitten auf dem Teilkreis? 

12.28 Wie viele Zähne besitzt ein Zahnrad vom Durchmesser d T = 120 mm, wenn der Modul 
m =3 beträgt? Wie groß ist die Teilung tl 

12.29 Welchen Durchmesser hat ein Zahnrad mit 17 Zähnen, wenn der Modul 4 beträgt? 
Wie groß ist die Teilung? 


12.30 Berechnen Sie die Abmessungen der Zahnräder: 



a) 

b) 

c) 

z 

30 

16 

20 

m 

4 

8 

3 


Zahnfuß f =-m ; 

Zahnkopf k = m\ 

19 

Zahndicke s=—t ; 

40 

Zahnlücke /; 

Kopfkreisdurchmesser d K ; Zahnbreite b = 10 • m ; Fußkreisdurchmesser d F . 



Adam Kochansky (1631—1700) 
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12.31 Der Flächeninhalt des Tangentenvielecks (Kreisradius r, n Ecken, Seitenlänge s„) ist: 

A 1 r 

A = n • — • s n • r = - • n • s n 
2 2 

Wächst n über alle Grenzen, so strebt n -s„ nach dem Umfang nd. 

Nach welchem Wert strebt A ? 


12.32 Welchen Radius besitzt ein Kreis mit dem Flächeninhalt 

a) 0,04 m 2 b) 0,83 dm 2 c) 1720 cm 2 

12.33 Welchen Flächeninhalt besitzt ein Kreis mit dem Umfang 

a) 0,17 m b) 0,084 km c) 376 cm 

12.34 Ein Kreis hat den Durchmesser <7 = 17,2 cm. Wie groß muß die Seitenlänge eines in¬ 
haltsgleichen gleichseitigen Dreiecks sein? 

12.35 Ein Kreis hat den Radius 12,5 cm. Wie groß muß die Seitenlänge eines inhaltsgleichen 
Quadrats sein? 

12.36 Zwei Rohre mit den Durchmessern d A = 83 cm und d 2 = 65 cm sollen durch ein Rohr er¬ 
setzt werden. Welchen Durchmesser muß dieses haben, wenn sein Querschnitt gleich 
sein soll der Summe der Querschnitte der ursprünglichen Rohre? 


12.37 Bei welcher Zugkraft F wird ein Rundstahl vom Durchmesser d reißen? 



Material 

d (in mm) 

a) 

St 330 B 

36 

b) 

St 360 B 

45 

c) 

St 590 

23 

d) 

St 430 B 

54 

e) 

St 690 

37 


Beachten Sie 1 : 

St 360 B ist das übliche Kurzzeichen für einen 
Maschinenbaustahl mit der Zugfestigkeit 
<t b = 360 N/mm 2 . 


12.38 Die Gliederkette eines Krans soll eine Masse m = 5t tragen. Wie groß muß der Durch¬ 
messer des Rundstahls sein, wenn die zulässige Zugspannung 5,5 kN/cm 2 beträgt? 


12.39 Der Querschnitt einer Welle (A = 9,2 cm 2 ) soll um 20% vergrößert werden. Wieviel 
mm ist der Durchmesser länger zu wählen? 

12.40 Welche Last kann mit einem Seil aus St 590 mit 8facher Sicherheit gehoben werden, 
wenn das Seil aus 72 Drähten von 1,2 mm Durchmesser besteht? 


12.5 Bogenlänge, Bogenmaß 


Zu gleichen Bogen eines Kreises gehören gleiche 
(a in Graden): a:360° = b:2nr 


b 


71 Ci 
180° 


r 


Der Kreisbogen b ist bei gleichem Mittenwinkel 
proportional dem Radius r. 

Der dimensionslose Proportionalitätsfaktor 71 ** 
ein Maß für den Winkel. 


Mittenwinkel. Es gilt daher die Proportion 



hängt nur vom Winkel cc ab und ist daher 


1 ÖNORM M 3116 
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Man nennt das zum Winkel oc gehörige Bogenmaß oder arcus alpha 1 und schreibt oc 
180 

(alpha Bogen) oder arc oc. 


_ b 

oc = arc cc = - 

71 OC 

II 

-O 


r 

oo 

o 

0 



Da b und r Symbole für „Längen“ sind, ist der Quotient -, das Bogenmaß, eine dimensions¬ 
lose Verhältniszahl. 


1 rad = 1^51 as 57,3° 1 fev.' =90° = 100 B =^rad 

n 2 


Die Einheit des Winkels im Bogenmaß ist der Radiant (rad). 


1 Radiant ist der Winkel, bei dem die Länge des zugehörigen Kreis¬ 
bogens gleich der Länge seines Radius ist. 


Es gilt: 



Die Einheit rad wird oft nicht angeschrieben. Wenn die Größe eines 
Winkels nur durch eine Zahl angegeben wird, dann ist 1 rad die 
Einheit dieses Winkels. 

Anschauliche Deutung des Bogenmaßes: 

Für einen Kreis mit dem Radius r — 1 (Einheitskreis) folgt aus 
b = r ■'öc die Beziehung b='a . 

Das Bogenmaß 'oc' ist gleich der Maßzahl des zum Mitten¬ 
winkel oc gehörigen Bogens am Einheitskreis. 



BEISPIELE 


1 . 


2 . 


Das Bogenmaß des Winkels oc = 72,17° ist zu berechnen 
a) mit dem Taschenrechner, b) mit Hilfe einer Tabelle. 

Lösungen: Ü. : 72° >57,3° => 'cc'> 1 
x ^ n n • 72,17° 
a) a — 180“ a ~ 180° 


= 1,259604 


b) 'öc' = arc 72° + arc 0,17° = 1,256637 

+ 0,002967 
L259604 


Die gestreckte Länge des Winkelstahls ist auszu¬ 
rechnen. 

Lösung: 

Wir berechnen die Länge L der neutralen Faser: 
350 + 700 + ^^=1075 

L = 1075 mm 



1 arcus (lat.) = Bogen 
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AUFGABEN 


12.41 Berechnen Sie die Bogenmaße der Winkel: 

a) 73,12° b) 27,26° c) 87,014° d) 175,35° 

e) 112,14° f) 314,153° g) 34°17'56" h) 5°6'7" 


12.42 Wieviel Grad mißt ein Winkel, dessen Bogenmaß gleich ist: 
a) 2,153 b) 0,52673 

c) 2,17537 d) 0,852 

e) 1,043 5 0 4,67 

g) 2,175 63 h) 0,04521 


12.43 Berechnen Sie die gestreckte Länge 
der Drähte. 


12.6 Kreisring 




Der Flächeninhalt eines Kreisringes mit dem Außendurchmesser d\ und dem Innendurch¬ 
messer d 2 ist 


, )i J2 n J2 d, + d 2 
A = ^dt--fd} = n — 2 — 



Wir formen um: 

^ ist der mittlere Kreisringdurchmesser d,„ 
——— ist die Kreisringbreite s A =n d„, s 



A = U m s 

Der Flächeninhalt des Kreisringes ist gleich dem Produkt aus dem Umfang des Mitten¬ 
kreises und der Ringbreite. 


BEISPIEL 

Eine kurze, hohle gußeiserne Säule von 350 mm Außendurchmesser trägt eine Masse 
m = 55 t. 

Wie groß muß die Wanddicke sein, wenn die zulässige Druckspannung 45 MN/m * 2 betragen 
darf? 

Lösung: Es gilt 1 : A„, = — = ^ = 1,22 • 10- 2 m 2 = 122 cm 2 

ok„, o 2U , 45 • 10 6 N m -2 

Der Flächeninhalt des inneren Kreises beträgt: A a = (962 —122) cm 2 = 840 cm 2 

Aus 840 = - d] erhalten wir: 

4 

d x = 32,7 cm und 2 s = (35,0 — 32,7) cm = 2,3 cm 5 = 12 mm 
Probe: d, n = 350 —12 = 338; A =n- 33,8 cm• 1,2 cm = 127 cm 2 


zul = zulässig; erf= erforderlich 
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AUFGABEN 

12.44 Berechnen Sie den Flächeninhalt eines Kreisringes mit H/, = 125 cm und £/ 2 = 57,3 cm. 

12.45 Berechnen Sie den Flächeninhalt eines Kreisringes aus dem Umfang des großen 
Kreises U A = 54,6 cm und der Ringbreite b = 35 mm. 

12.46 Wie lang ist der Radius r eines Kreises, der den zu ihm konzentrischen Kreis mit dem 
Radius ^ in zwei flächengleiche Teile teilt? 

12.47 Wie lang ist der äußere Durchmesser eines Kreisringes, wenn der Flächeninhalt 
A =370 cm 2 beträgt und der innere Radius 72 mm mißt? 


12.7 Kreissektor (Kreisausschnitt) 

Die von einem Mittenwinkel aus einem Kreis herausgeschnittene 
Fläche bezeichnet man als Kreisausschnitt oder Kreissektor. 

Es gilt: A :A Kreis = 'a' :2n und b = r'a' 

, .. . nr 2 ^ 1 1 , 

und somit A = —— cc = -r cc =-br 



A 1 , 1 2 _ 

A=-br = -r 2 - cc 

Der Flächeninhalt eines Kreisausschnitts ist gleich dem Inhalt eines Dreiecks, dessen 
Grundseite gleich dem Bogen des Ausschnitts und dessen Höhe gleich dem Radius ist. 


BEISPIELE 


1 . 


2 . 


Wie groß ist der Flächeninhalt eines Ausschnittes in einem Kreis mit dem Durch¬ 
messer 15 cm, wenn der Mittenwinkel 52° mißt? 

Lösung: 

A = - r 2 • 'cc' = - • 56,25 • 0,908 = 25,5 A = 25,5 cm 2 

2 2 - 


Wie groß ist der Mittenwinkel eines Kreisringausschnitts, dessen Flächeninhalt 
36,8 cm 2 beträgt? 

Der äußere Durchmesser ist 28 cm lang und die Ringbreite beträgt 4 cm. 


Lösung: 

Es gilt: A =-(/*! — r\) sltccc 

2-36,8 2-36,8 

196-100 96 



7^ = 0,77 


a= 44° 


AUFGABEN 

12.48 Berechnen Sie die Flächeninhalte der Kreisausschnitte: 



a) 

b) 

c) 

d) 

e) 

r 

32,3 cm 

4,3 m 

3,42 dm 

873 mm 

124 mm 

cc 

140° 

67,5° 

17°12' 

34° 13'42" 

112,5° 
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12.49 Wie groß sind die Mittenwinkel der Kreisausschnitte? 



a) 

b) 

c) 

d) 

e) 

A 

427 cm 2 

15,3 dm 2 

6,7 m 2 

376 dm 2 

620 cm 2 

Y 

14,3 cm 

32 cm 

182 cm 

12,7 dm 

22,5 cm 


12.50 Berechnen Sie die fehlenden Stücke und die Flächeninhalte der Kreisringausschnitte: 



a) 

b) 

c) 

d) 

e) 

<k 

124 cm 

8,7 dm 


48 cm 

87,5 mm 

d 2 

s 

87 cm 

12 cm 

37 cm 

5,6 cm 

15,3 cm 

62,5 mm 

cc 

18,5° 

74,6° 

215° 

39°15' 

28,1° 


12.51 Berechnen Sie die fehlenden Stücke und die Mittenwinkel der Kreisringausschnitte: 



a) 

b) 


d) 

e) 

di 

19,5 cm 


24,5 cm 

32,5 cm 

17,3 mm 

d 2 

8,3 cm 

3,7 dm 


23,6 cm 


s 


0,74 dm 

5,9 cm 


5,3 mm 

A 

67,3 cm 2 

7,2 dm 2 

83,2 cm 2 

50,0 cm 2 

20,0 mm 2 


s 


12.8 Kreissegment (Kreisabschnitt) 


Jede Sekante teilt die Kreisfläche in zwei Teile, die man Kreis¬ 
abschnitte oder Kreissegmente nennt. 


Der Flächeninhalt A des Abschnitts ist gleich der Differenz bzw. 
der Summe der Flächeninhalte des zugehörigen Ausschnitts und des 
Mittendreiecks. 

, , l-.-ECi. 

A=±br-±s(r-h) <\10 

^ ist die Höhe im rechtwinkligen Dreieck CBD. 

Es besteht daher zwischen der Sehnenlänge 5 und der „Pfeilhöhe“ h 
die Beziehung 1 : 

^j-= h (2 r — h) oder s 2 = 8 hr — Ah 2 




b h b s A 

Im Tabellenbuch sind die Werte von - und — zu jedem Mittenwinkel a angegeben. 

y y h v r~ 


b s 

Für einen Kreis mit dem Radius y sind die aus der Tabelle entnommenen Werte von - und 

h A r r 

- mit y, der Wert von — mit r 2 zu multiplizieren. 

Y Y l 


Höhensatz! 
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BEISPIELE 

1. Wie groß ist der Flächeninhalt eines Kreisabschnitts mit r = 8,0 cm und oc = 75°? 
Lösung: 

Dieses Beispiel (und das nächste) können wir rechnerisch noch nicht lösen. Wir 
verwenden daher das Tabellenbuch. 

A 

Wir ermitteln aus der Tabelle —=0,171 54. 

r 2 

Um A zu erhalten, müssen wir mit r 2 = 64 cm 2 multiplizieren. A = 10,98 cm 2 

Beim praktischen Rechnen ist selbstverständlich auf sinngemäße Genauigkeit zu 
achten! 


2 . 


Die Masse einer 360 mm langen, in der Längsrichtung 
gefrästen Welle aus Stahl ist zu berechnen. 

Die Maße sind aus der Skizze ersichtlich. 

Lösung: 

m = pA I A=A- l — A 2 

Der Sehnenlänge 22 mm in einem Kreis mit dem Radius 

22 

14 mm entspricht die Sehnenlänge — im Einheitskreis. 



-=i§=1.57 

r 14 

Im Tabellenbuch finden wir oc = 103,5° und = 0,417. 

r 


Der Inhalt des Abschnitts beträgt: j 4 2 = 0,417-1,4 2 cm 2 = 0,817 cm 2 

A 2,8 2 n 2 ... 2 

^ 1= ~ 4 — cm= 6,16 cm 2 

A = (6,16 - 0,82) cm 2 = 5,34 cm 2 m = 5,34 • 36 • 7,85 g = 1509 g 


m = 1,51 kg 


AUFGABEN 

Berechnen Sie die Flächeninhalte der Kreisabschnitte: 



a) 

b) 

c) 

12.53 

a) 

b) 

c) 

r 

17,2 cm 

4,5 dm 

8,72 cm 

r 

47 mm 

17,2 cm 

24 cm 

oc 

34,5° 

93,7° 

143° 

s 

63 mm 

25,2 cm 

15 cm 


a) 

b) 

c) 

12.55 Berechnen Sie die Sehnenlängen: 

r 

8,7 cm 

145 mm 

3,4 dm 


a) 

b) 

c) 

h 

2,3 cm 

115 mm 

2,4 dm 

A 

17,3 cm 2 

958 mm 2 

235 cm 2 





oc 

54° 

145,2° 

94,7° 



12.56 Berechnen Sie den Querschnitt 
des Doppel-T-Ankers. 
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12.9 Proportionalität am Kreis 
Sehnensatz 

Wir legen durch den Punkt P innerhalb des Kreises die Sehnen 
AB und CD. 

Die über dem Bogen AC liegenden Randwinkel <ADC und 
<ABC sind gleich, ebenso die Scheitelwinkel <DPA und 
< BPC. 

Aus diesen Beziehungen folgt die (zentrische) Ähnlichkeit der 
Dreiecke DPA und BPC. 

Es gilt daher: PÄ:TD = PC\lPB => PÄ PB = PC TD 

Wir lassen g^[AB] fest und drehen die Gerade g 2 [CD]. In jeder Lage ist das Produkt der Seh¬ 
nenabschnitte auf g 2 gleich dem Wert PA PB. Wenn die Gerade g 2 jene Lage erreicht, in der 
die Abschnitte C X P und D^P gleich lang sind, gilt: 

PÄ-PB = [^l (QD, = s) 



PA ■ PB = PC ■ PD = i^j 

Das Produkt aus den Abschnitten jeder Sehne durch einen Punkt ist konstant und gleich 
dem Quadrat der kürzesten Halbsehne. 


Sekantensatz 


Wir legen durch P außerhalb des Kreises zwei Se¬ 
kanten und eine Tangente. Es entstehen die Abschnitte 
PA, PB, PC, PD, PT. 

Da im Sehnenviereck ABDC die Gegenwinkel supple¬ 
mentär sind, müssen < PAC und < PDB gleich sein, 
ebenso <DBP und <ACP. 

Aus der Gleichheit der Winkel folgt die (gegensinnige) 
Ähnlichkeit der Dreiecke DPB und APC. 

Es gilt daher: PD:PB = PA : PC => PÄ TB = PC TD 

Wird g 2 [PC] um P in die Lage g{[PT\ gedreht, so gilt: 
PAPB = PT 2 



PA ■ PB = PC ■ PD = t 2 

Das Produkt der Abschnitte jeder Sekante durch den Punkt P außerhalb des Kreises ist 
konstant und gleich dem Quadrat der Tangentenstrecke. 


Das konstante Produkt PA PB = t 2 nennt man die „Potenz des Punktes P in bezug auf den 
Kreis k 
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BEISPIELE 


d 


d-x 


1. Teilung nach dem Goldenen Schnitt: 


T 


Q 


P 



Graphische Lösung: 

Wenn die Länge der Tangentenstrecke dem Durch¬ 
messer gleich ist, so gilt: 

d 2 = x (x + d) = x 2 + x d 
oder x 2 = d(d — x) 

Wir können schreiben: 
d : x = x : (d — x) 

Es liegt eine stetige Proportion vor. 


^ Man sagt: Der Punkt Q teilt die Strecke PT stetig oder der Punkt Q teilt die Strecke 

ET nach dem Goldenen Schnitt. 


Rechnerische Lösung: 

x = PM — ^ PM ist Elypotenuse im Dreieck MTP, daher gilt: 



K 


, , . 1/5 J d 

Wir erhalten somit: x = ~—d — — 


d 


(1/5" -l)« 0,618 d 


3 5 _8_ 
5’ 8’ 13’ 


Die Zahl (]/fT — 1) wird mit zunehmender Genauigkeit durch die Quotienten -, 
^,. .. angenähert. 


2. Die Strecke AB = 4 cm ist stetig zu teilen. 


C 


Lösung: 



Wir errichten in B die Normale auf AB und tragen auf: 
_ An Ap 

BC = —-• Von C aus wird — auf der Hypotenuse AC auf¬ 
getragen. Nun wird AP auf AB aufgetragen. Q ist der ge¬ 
suchte Teilungspunkt. 


A 


Q 


B 


AUFGABEN 

12.57 Gegeben sind die Strecken: a =2,5 cm, b = 3,6 cm und c = 4,5 cm. 

Konstruieren Sie die vierte Proportionale mit Hilfe des Sehnensatzes! 

12.58 Zwei Sehnen schneiden einander. Die Abschnitte der einen sind 25 mm und 40 mm 
lang. 

Wie lang ist die zweite Sehne, wenn sich ihre Abschnitte wie 3 : 5 verhalten? 

12.59 Eine 4 cm lange Sehne AB ist rechtwinklig zum Durchmesser CD. 

Wie lang ist der Durchmesser, wenn er durch AB im Verhältnis 3 : 5 geteilt wird? 

12.60 Konstruieren Sie mit Hilfe des Sehnensatzes: 


a) x = ]/3~ 


b> >-=1/5 


c) z=ftt 


d) a=]/20 
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12.61 Verwandeln Sie mit Hilfe des Sehnensatzes das Rechteck a =35 mm, b = 60 mm in ein 
flächengleiches Quadrat! 

12.62 Verwandeln Sie mit Hilfe des Sekantensatzes ein Rechteck mit den Seiten a = 6 cm 
und b =2 cm in ein flächengleiches Quadrat. 

12.63 Verwandeln Sie ein Rechteck mit den Seiten a = 8 cm und b = 4 cm mit Hilfe des 
Sekantensatzes in ein flächengleiches Rechteck mit c = 10 cm. 

12.64 Konstruieren Sie mit Hilfe des Sekantensatzes: 

a) 1/5" b) ]/J c) fÖ d) 1/2Ö" 

12.65 Konstruieren Sie mit Hilfe des Sekantensatzes zu den gegebenen Strecken a, b, c die 
vierte Proportionale x. 

12.66 Konstruieren Sie Kreise, die durch die gegebenen Punkte A und B gehen und die 
gegebene Gerade g berühren. 

12.67 Die 5 cm lange Sehne eines Kreises wird um 4 cm verlängert. 

Wie lang sind die von diesem Punkt an den Kreis gezogenen Tangenten? 

12.68 Teilen Sie die Strecke AB = 9 cm nach dem Goldenen Schnitt! 

Wie lang sind die Abschnitte? 

12.69 Eine Strecke AB wird durch P nach dem Goldenen Schnitt geteilt. 

Wie lang ist AB, wenn der größere Abschnitt 4 cm mißt? 

12.70 Der kleinere Abschnitt einer stetig geteilten Strecke mißt 30 mm. 

Wie lang ist die Strecke? 

12.71 Verlängern Sie eine Strecke RS = 36 mm so, daß RS der kleinere (größere) Abschnitt 
einer stetig geteilten Strecke ist! 

12.72 Beweisen Sie die Sätze: 

■ Die Seiten eines gleichschenkligen Dreiecks, in dem ein Winkel 36° ist, teilen 
einander stetig. 

■ In einem regelmäßigen Fünfeck teilt die Seite die Diagonale stetig. 

■ Die Seite des einem Kreis (Radius r) eingeschriebenen Zehnecks ist gleich dem 
größeren Abschnitt des stetig geteilten Radius. 



13. Dreiecke 


Nach dem Durcharbeiten dieses Abschnitts werden Sie folgendes können: 

■ die Größenbezeichnung der Innen- und Außenwinkel eines Dreiecks angeben; 

■ die Zusammenhänge zwischen Innen- und Außenwinkel eines Dreiecks bei Winkelberechnungen 
verwenden; 

■ die Begriffe Kathete, Hypotenuse, Basis, Basiswinkel und Schenkel erklären; 

■ Dreiecke nach der Größe der Winkel in Klassen einteilen; 

■ die Dreiecksungleichungen angeben; 

■ die vier Auflösungsfälle eines Dreiecks angeben; 

■ entscheiden, ob ein Dreieck aus gegebenen Seiten und/oder Winkeln konstruierbar ist oder 
nicht; 

■ Dreiecke aus Seiten und Winkeln konstruieren; 

■ die Begriffe Schwerlinie eines Dreiecks und Höhe eines Dreiecks erklären; 

■ Flächenschwerpunkt, Inkreismittelpunkt, Umkreismittelpunkt und Höhenschnittpunkt eines 
Dreiecks konstruieren; 

■ Höhen- und Kathetensatz an wenden; 

■ den pythagoräischen Lehrsatz anwenden; 

■ die Flächenformeln A =~gh, A=p-s, A — Vs(s — a)(s — b) (s — c), A = anwenden. 

2 4 r 


13.1 Bezeichnungen am Dreieck 


Ein Dreieck entsteht, wenn man drei Punkte, die nicht auf einer Geraden liegen, paar¬ 
weise geradlinig verbindet. 


A, B, C . .. Eckpunkte 1 

a, b, c ... Seiten 2 

a, ß, y ... Innenwinkel 3 

cc', ß', y'. . . Außenwinkel 4 

Das Dreieck ABC gehört drei Streifen an. 





1 A . . B. . C üblicherweise gegen den Uhrzeigersinn 

2 a liegt A gegenüber 

3 cc= < BAC liegt bei A 

4 Zu jedem Innenwinkel gehören ein Scheitelwinkel und zwei Nebenwinkel, seine Außenwinkel. 
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Somit: 


Die Höhe h c ist der Normalabstand des Eckpunkts C von der Seite c usw. 

Unter einer Höhenlinie verstehen wir eine Gerade durch einen Eckpunkt, die zur Gegen¬ 
seite rechtwinklig ist. 


Oft werden die Höhenlinien kurz als „Höhen“ bezeichnet. 


Die Schwerlinie eines Dreiecks ist die Verbindungsgerade 
eines Eckpunkts mit dem Mittelpunkt der Gegenseite. 


Die entsprechenden Strecken AM a , BM h , CM c (und deren 
Länge!) bezeichnen wir mit s a , s b und s c . 




Im gleichschenkligen Dreieck, einer axialsymmetrischen 
Figur, nennt man die gleich langen Seiten Schenkel. Die 
dritte Seite heißt Grundseite oder Basis. Die ihr anlie¬ 
genden Winkel nennt man Basiswinkel. 


Die Dreiecke teilen wir ein: 

1. Nach der Beschaffenheit der Seiten. 

a) Gleichseitige Dreiecke; mathematisches Zeichen: 2^ 

b) Gleichschenklige Dreiecke; mathematisches Zeichen: A 

c) Ungleichseitige Dreiecke; mathematisches Zeichen: A 
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/ * 

2. Nach der Größe der auftretenden Winkel. 

a) Spitzwinklige Dreiecke; jeder Winkel ist kleiner als 90°. 

b) Rechtwinklige Dreiecke; ein Winkel mißt 90°, mathematisches Zeichen:!^ 

c) Stumpfwinklige Dreiecke; ein Winkel ist größer als 90°. 


13.2 Allgemeine Sätze über das Dreieck 
Innenwinkelsatz 

a+ß+y= 180° 

Die Summe der Innenwinkel ist in jedem Dreieck 180°. 


Beweis: Durch den Eckpunkt C legen wir die Parallele zur Seite c. Für den bei C auf¬ 
tretenden gestreckten Winkel gilt: 

£ + ^ + «5 = 180° (I) C 

a und e sind Parallelwinkel, daher gilt: e = a 
ß und Ö sind Parallelwinkel, daher gilt: ö = ß 
Wir setzen in (I) ein und erhalten: a + y + ß = 180°. 

Folgerungen aus diesem Satz: 

1. Durch zwei Winkel eines Dreiecks ist der dritte bestimmt. 

2. Kein Dreieck kann mehr als einen stumpfen Winkel haben. 

3. Kein Dreieck kann mehr als einen rechten Winkel haben. 

4. Die beiden spitzen Winkel eines rechtwinkligen Dreiecks sind komplementär. 



Außenwinkelsatz 


Im Dreieck ist jeder Außenwinkel gleich der Summe der beiden nicht anliegenden 
Innenwinkel. 


Beweis: Es gilt a' + a = 180° und 
ß + r + a = 180° 
Daraus folgt: a' = ß + y 
Analog gilt: ß' = y + a 
und y' = cc + ß 

Folgerungen aus diesem Satz: 


Jeder Außenwinkel ist größer als jeder ihm nicht anliegende Innenwinkel. 
Die Summe der Außenwinkel eines Dreiecks beträgt 360°. 


Durch Addition der Gleichungen a' = ß + y; ß' = y + a; y' = a + ß 

erhalten wir: a' + ß' 4- y' = 2 (a + ß + y) 

oder a' + ß' + y' = 360° 
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AUFGABEN 

13.01 Die nicht angegebenen Winkel der Dreiecke a)—e) sind zu berechnen. 



oc 

ß 

r 

a' 

ß' 

y 

a) 

36,2° 

^ 2 3 r b v 

io,r 

WJ 0 

56,4° 


b) 


142° 12' 


161°36' 



c) 




153° 17' 

82° 49' 


d) 


92,7° 

17,8° 




e) 

12,3° 





34,7° 


13.02 Abbildunga): oc = 54°, ß = 22°. Berechnen Sie: e; y. 

h*> a - lg; ^ Z K° 

13.03 Abbildungb): ß = 47°, $ = 12°. Berechnen Sie: <5; e; y. 

13.04 Abbildung c): «' = 42°. Berechnen Sie: e. 

13.05 Abbildung d): oc = 18°, ß = 37°. Berechnen Sie: 8; e. 

Welchen Winkel schließen die Halbierenden von oc und y' ein? 

13.06 Abbildung e): Vier Geraden schneiden einander in sechs Punkten. 



Beziehungen zwischen Seiten und Winkeln 


b>a => ß>a 

Sind zwei Seiten eines Dreiecks ungleich, so sind auch ihre Gegenwinkel ungleich. 
Der größeren von zwei Seiten eines Dreiecks liegt der größere Winkel gegenüber. 
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Beweis: 

In der Zeichnung ist AC> BC. 

Wir spiegeln A W c CB an g[CW c ]. Der Eckpunkt 
B' kommt auf AC zu liegen, weil CB = CB' < CA 
ist. 

ß' ist Außenwinkel des A AB'W C . 

Es gilt daher: ß'>a. 

A W c CB' und A W c CB sind symmetrisch, daher 
gilt: ß’=ß. 

Damit ist ß> a, w. z. b. w. 


Die Umkehrung des soeben bewiesenen Satzes lautet: 


s 

ß>cc => b> a 

Dem größeren von zwei Winkeln eines Dreiecks liegt die längere Seite gegenüber. 

Indirekter Beweis 1 : 

Wäre b<a, so müßte (laut vorigem Satz) ß<a sein, im Widerspruch zur Voraussetzung 
ß>a. 

Wäre b = a, so wäre A ABC gleichschenklig und daher ß = a im Widerspruch zur Vorausset¬ 
zung ß>a. 

Folglich gilt: ß>a => b> a w.z.b.w. 

Folgerungen: 

s 

1. Der größten Seite eines Dreiecks liegt der größte Winkel gegenüber. 

2. Im rechtwinkligen Dreieck ist die Hypotenuse die größte Seite. 

3. Im gleichseitigen Dreieck sind alle Winkel gleich groß, nämlich 60°. 


Dreiecksungleichungen (Summe zweier Dreieckseiten) 

s 

a + b>c b + c>a c + a>b 

Im Dreieck ist die Summe zweier Seiten stets größer als die dritte Seite. 


Beweis: Es sei BD = CB = a. 

Dann gilt: 8'= 8 und AD = a + c. 

Im A ADC gilt 8' + y>8 
und damit c + a>b. 

Analog werden die beiden anderen 
Beziehungen bewiesen. 

Aus a + b> c 
folgt c — b<a usw. 

Die Differenz zweier Seiten ist stets kleiner als die dritte Seite. 




siehe Abschnitt 5.3 
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13.3 Konstruktion von Dreiecken aus Seiten und Winkeln 


Zur Konstruktion von Dreiecken sind drei voneinander unabhängige Bestimmungsstücke 
(Seiten, Winkel, Höhen, Schwerlinien, Radius des In- oder Umkreises, ...) notwendig. 
Wir beschränken uns auf Seiten und Winkel. 

^ Aus Übersichtsgründen vereinbaren wir für die folgenden Konstruktionen positive Orientie¬ 
rung der Eckpunkte. Die zur Lösungsfigur gegensinnig kongruente Figur wird somit nicht 
erwähnt! 


BEISPIELE 


1. Aus den Seiten a = 1,2 cm, b = 3,1 cm, c = 2,1 cm ist ein Dreieck zu konstruieren. 



2 . 


s 


3. 


Lösung: 


Wir überzeugen uns zuerst, ob die Dreiecksungleichungen erfüllt sind. Dann über¬ 
denken wir das Problem, schreiben den Konstruktionsgang in Kurzform an, dann 
zeichnen wir: 


KG: 1. c = ÄB 

2. (A ; b) 

3. k 2 ( B ; a) 

C e kt nk 2 

4. L = {AABC} 


A 



Aus der Konstruktion ist zu ersehen, daß für beliebig wählbare Seitenlängen gilt: 


Ein Dreieck ist eindeutig konstruierbar durch die Angabe von drei Seiten, die die 
Dreiecksungleichungen erfüllen. 


Aus b = 4,5 cm, c = 5 cm, ct = 42° ist ein C 

Dreieck zu konstruieren. 

KG: 1. c = ÄB 

2. cc{A) 

3. b=ÄC 

4. L = {AABC) 

Aus der Konstruktion ist zu ersehen, daß für beliebig wählbare Seitenlängen gilt: 


Ein Dreieck ist eindeutig konstruierbar durch die Angabe von zwei Seiten und 
dem von ihnen eingeschlossenen Winkel. 



Aus c = 4 cm, a = 40°, ß = 102° ist ein 
Dreieck zu konstruieren. 

KG: 1. c = AB 

2. cc(A) ... 

3. ß(B) ...g 2 

4. Ceg ! ng 2 

5. L = {AABC} 
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Aus der Konstruktion und der Tatsache, daß durch zwei Innenwinkel eines Dreiecks 
der dritte Innenwinkel bestimmt ist, ersehen wir, daß für beliebige Seitenlängen gilt: 


Ein Dreieck ist eindeutig konstruierbar durch die Angabe von einer Seite und zwei 
Winkeln, deren Summe kleiner als 180° ist. 


4. 


5. 


6 . 


7. 


Aus ö =3 cm, b = 6 cm, cc = 46° ist ein Dreieck zu konstruieren. 


KG: 1. b=ÄC 

2. cc (A) 

3. k (C; fl) 

4. Der Kreis schneidet nicht g [c], 
die Trägergerade der Seite c. 

Die Aufgabe ist unlösbar; in unserem Fall ist 
g[c]nk = { } und somit L = { }. 



Aus fl = 3 cm, b = 6 cm, cc = 30° ist ein Dreieck zu konstruieren. 


KG bis Punkt 3 wie in Beispiel 4. 

Der Kreis k berührt g[c] im Punkt B. In diesem 
Fall gibt es genau eine Lösung der gestellten Auf¬ 
gabe, das rechtwinklige Dreieck ABC. 

4. g[c] nk = {B} 

L = {^ABC} 



Aus fl = 3 cm, b = 6 cm, or = 20° ist ein Dreieck zu konstruieren. 

KG wie in Beispiel 4. 

Der Kreisbogen um C schneidet g[c] zweimal, in 
B und B' ; es ist kng[c] = {B, B'}. 

Wir erhalten zwei Lösungen: 

AABC und AAB'C. 

Wir sagen: Die gestellte Aufgabe ist zweideutig lösbar. A - -^B g[c] 

L = {AABC, AAB'C } 



Aus fl = 22 mm, 6 = 47 mm, ß = 50° ist ein Dreieck zu konstruieren. 


KG: 1. a = BC 

2. ß ( B) 

3. k ( C;b ) 

4. Es ist g[c] n k = {A, A'}. 

Der Kreis schneidet g[c] zweimal. Aber 
nur A ABC entspricht der Angabe, weil 
für AA'BC der Winkel/? ein Außen¬ 
winkel ist. Es gibt also nur eine Lösung. 

L = {AABC} 



g[c] 


In den Beispielen 4 bis 6 waren zwei Seiten und der Gegenwinkel der kleineren Seite ge¬ 
geben. Wir erhielten keine, eine oder zwei Lösungen. Die Anzahl der Lösungen ist von den 
Längen der gegebenen Seiten und der Größe des gegebenen Winkels abhängig. 

Im Beispiel 7 waren zwei Seiten und der Gegenwinkel der größeren Seite gegeben. Wir 
erhielten genau eine Lösung. 
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Aus der Konstruktion ist leicht zu erkennen, daß gilt: 


Ein Dreieck ist eindeutig konstruierbar durch die Angabe von zwei Seiten und dem Ge¬ 
genwinkel der größeren Seite. 


Zusammenfassung: 

Ein Dreieck ist eindeutig bestimmt durch die Angabe von drei Seiten 1 ; 
oder zwei Seiten und dem von ihnen eingeschlossenen Winkel; W5 
oder einer Seite und zwei Winkeln 2 ; 5 WW 
oder zwei Seiten und dem Gegenwinkel der größeren Seite. 


AUFGABEN 

Konstruieren Sie, unter Wahl eines geeigneten Maßstabs, ein Dreieck aus: 


13.07 fl = 5,2 cm 

b = 7,3 cm 

c = 9,4 cm 

13.08 fl =4,3 cm 

b = 2,1 cm 

c = 5,3 cm 

13.09 fl = 12,2 dm 

6 = 5,3 dm 

c = 10,1 dm 

13.10 fl = 5 km 

c =3 km 

ß= 146° 

13.11 fl = 9 cm 

6 = 4 cm 

/=38° 

13.12 6 =7 cm 

c = 3 cm 

a=74° 

13.13 b =7 cm 

ß — 147° 

a= 20° 

13.14 c =7,5 cm 

öf=47° 

ß=63° 

13.15 fl =4,3 cm 

<*= 54° 

o 

ro 

oo 

13.16 fl = 6,3 cm 

6 = 1,2 cm 

oc= 42° 

13.17 6 = 135 mm 

c =75 mm 

ß= 120° 

13.18 fl = 8 dm 

c = 11,6 dm 

7=102° 

13.19 b = 6 cm 

c = 5 cm 

7=29° 

13.20 fl =9,4 cm 

6 = 6 cm 

ß=40° 

13.21 fl =3,4 cm 

c =5,7 cm 

or= 27° 


Lösen Sie graphisch: 

13.22 Die Basis einer schiefen Ebene mißt 83 cm, die Höhe 34 cm. 

Wie groß ist der Neigungswinkel? 

13.23 Eine schiefe Ebene mit dem Neigungswinkel a = 16° ist 120 cm lang. 

Wie groß ist die Höhe (Basis)? 

13.24 Wie groß ist der Neigungswinkel eines 8,2 m hohen Dammes, wenn die Böschungs¬ 
länge 21,2 m beträgt? 

1 die die Dreiecksungleichungen erfüllen 

2 deren Summe <180° ist 
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13.25 Unter welchem Winkel ist eine 8,3 m lange Leiter gegen eine Mauer geneigt, wenn der 
Leiterfuß 2,3 m von der Mauer entfernt aufsteht? 

13.26 Ein 12 m breites Satteldach hat die Neigung 32°. 

Wie hoch ist das Dach und wie lang sind die Dachsparren? 

13.27 Eine Straße AB = 12,3 km ist gesperrt. 

Wie groß ist der Umweg über C, wenn <£ BAC = 34° und <ABC = 28° ? 

r s 

13.28 Von der Plattform eines Turmes, der am Ende einer Straße steht, sieht man zwei auf¬ 
einanderfolgende Zweihundertmetersteine unter den Tiefenwinkeln ^ = 24° und 
ö 2 = 13°. Wie hoch ist der Turm, wenn 

a) die Straße waagrecht ist, 

b) die Straße in der Richtung zum Turm ansteigt (7 %)? 

13.29 Längs des Ufers eines Flusses wird eine Standlinie AB = 92 m abgesteckt. Ein Baum C 
am anderen Ufer wird unter den Winkeln <£ BAC = 23° und < ABC = 53° angepeilt. 
Wie breit ist der Fluß? 

13.30 Die Spitze S eines Berges wird von den Endpunkten einer waagrechten, auf den Berg 
weisenden Standlinie AB = 150 m angepeilt. 

Wie hoch ist die Bergspitze über dem Meer, wenn <£ FBS = 19°, <i FAS = IV und die 
Standlinie 173 m über dem Meeresspiegel liegt? 

F ist der Fußpunkt der Lotrechten durch S. 


13.4 Kongruenzsätze für Dreiecke 

Alle eindeutig konstruierbaren, nach gleichen Angaben gezeichneten Dreiecke sind 
kongruent. 

Die eindeutige Konstruierbarkeit ist daher hinreichend für die Kongruenz zweier Dreiecke. 
Wir sind daher in der Lage, die Kongruenzsätze für Dreiecke anzugeben. 


Zwei 

Dreiecke sind schon kongruent, wenn sie übereinstimmen in: 



drei Seiten 

SSS 

oder 

zwei Seiten und dem von ihnen eingeschlossenen Winkel 

SWS 

oder 

einer Seite und zwei gleichliegenden Winkeln 

WSW 

oder 

zwei Seiten und dem Gegenwinkel der größeren Seite 

SSW 


Die Kongruenzsätze können mit Hilfe von Spiegelungen bewiesen werden. Sie sind 
Kriterien 1 für die Überprüfung der Kongruenz zweier Dreiecke. 

Sie ersparen das sonst notwendige Vergleichen aller Seiten und aller Winkel. 

Sie werden oft bei geometrischen Beweisen angewendet, da aus der Kongruenz der Dreiecke 
die Gleichheit aller Bestimmungsstücke folgt. 

Achten Sie auf die Schreibweise! Gleichliegende Stücke stehen an gleicher Stelle links und 
rechts vom Zeichen; also: AACB^AA^QB^ nicht etwa: AABC^AQA^B^. 


1 Kriterium . . . unterscheidendes Merkmal 
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s 


► 


13.5 Umkreis eines Dreiecks 


Die Seitensymmetralen schneiden einander in einem Punkt, dem 
Mittelpunkt des Umkreises. 

Wir bezeichnen den Radius des Umkreises mit r. 



Beachten Sie die Lage des Mittelpunkts M 
bei den folgenden Dreiecksarten: 


c 



c 



Dreieck Dreieck 



A m c B 
stumpfwinkliges 
Dreieck 


Auf Seite 327 zeigen wir, wie man r berechnen kann. 


AUFGABE 

13.31 Beweisen Sie den obigen Satz. 

Anleitung: Der Mittelpunkt des Umkreises muß von allen Eckpunkten gleiche Entfer¬ 
nung haben. Punkte, die von A und B gleichen Abstand haben, liegen auf der Symme- 
trale m c der Seite AB ,. . . 


13.6 Inkreis und Ankreise eines Dreiecks 


S 


Die Winkelsymmetralen schneiden einander in einem 
Punkt, dem Mittelpunkt des Inkreises. 

Wir bezeichnen den Radius des Inkreises mit p. 





x, y, z .Tangentenstrecken von A, B, C an den Inkreis 

p a .Radius des Ankreises der Seite a 

t a .Tangentenstrecke von A an den Radius des Ankreises der Seite a 
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In den Aufgaben 13.40—13.44 werden folgende Sätze bewiesen: 


Formel von Heron: A = ]/s(s — a)(s — 6) (5 — c ) 

z 


x = s — a 
A 

P = ~7 


y = s — 6 
A 

Pa = ~ -" 


Pb = 


s — c 
A 

s — b 


t t(i tc $ 

A 

Pc = - -- 


BEISPIEL 

Von einem Dreieck sind gegeben: ö = 13 cm, b = 20 cm, c = 21 cm. 
Berechnen Sie a) A b) h a , h b , h c c) p d) p a , p b , p c 


Lösung: 

a) 

a =13 
b =20 
c =21 


b) A = 


. A 

c) p=- 

s 


d) Pa=~ 


5 = 27 
27-13 = 14 
27-20= 7 
27-21= 6 


U= 54 
a ■ h a 


h n = 


2 A 


126 

27 

126 

14 


= 4,67 


= 9 


A = ]/s(s — a) (5 — b ) (5 — c ) 
= 1/9 - 3 - 7 * 2 - 7 * 2 - 3 
= 9-7-2 
= 126 


2 -126 
13 

Analog: 


= 19,4 


A = 126 cm 2 


/?,. = 19,4 cm 


Analog: 


h b = 12,6 cm; h c = 12,0 cm 


p = 4,67 cm 


p a = 9 cm 
= 18 cm; = 21 cm 


AUFGABEN 


Berechnen Sie den Flächeninhalt, den Inkreisradius, den Umkreisradius und die Höhen 
aus den gegebenen Seiten. 


13.32 a=31 cm, 

b = 15 cm, 

c = 44 cm 


13.33 a = 18 cm, 

6 = 9 cm. 

c = 23 cm 


13.34 a = 3,4 m, 

6 = 5,7 m, 

c = 4,2 m 









Wie lang ist der Umfang eines Dreiecks, dessen Flächeninhalt 70 cm 2 mißt, wenn sich 
die Seiten wie 3:5:6 verhalten? 

Wie groß ist der Flächeninhalt eines Dreiecks, dessen Umfang 6,7 m mißt, wenn sich 
die Seiten wie 2:3:4 verhalten? Wie lang ist der Radius des Inkreises? 

Berechnen Sie die Höhen eines Parallelogramms mit den Seiten a = 8,2 cm, 6 = 5,3 cm 
und der Diagonalen e = 10,5 cm! 
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13.38 Wie groß ist der Flächeninhalt des Trapezes mit den Seiten: 
<3 = 86 cm, b = 28 cm, c = 42 cm, d = 35 cm? 

Anleitung: 

- h 



13.39 Beweisen Sie den Satz vom Inkreismittelpunkt (S. 289). 

Anleitung: Der Mittelpunkt des Inkreises muß von allen Seiten den Abstand p haben. 
Punkte, die von a und b gleichen Abstand haben, liegen auf w y . 

13.40 Beweisen Sie mit Hilfe der Abbildung 6 von Seite 288 
den Satz x = s — a, y = s — b, z = s — c. 

13.41 Beweisen Sie mit Hilfe der Abbildung 7 von Seite 288 
den Satz: t = t a = t b = t c = s 

13.42 Beweisen Sie den Satz A=p -s 

Anleitung: 



13.43 Beweisen Sie mit Hilfe der Ähnlich¬ 
keit der rechtwinkligen Dreiecke 
BMD und M a BD x den Satz: 



13.44 Beweisen Sie die Formel von Heron. 



13.7 Flächenschwerpunkt eines Dreiecks 


Die Schwerlinien schneiden einander in einem Punkt, dem Flächenschwerpunkt des 
Dreiecks. 

Dieser teilt jede Schwerlinie im Verhältnis 2 :1. 

Beweis: 

Wir spiegeln M a und M b am Schnittpunkt S von s a und s b . 

_ _ Q 

Aus M' a M' b = M b M a =- folgt: M' a M' b ist Mittenstrecke im 

Dreieck ABS und M' a hiermit Halbierungspunkt der Strecke 
AS. 

Es gilt daher: AM' a = M' a S = SM a . 

Entsprechendes gilt für M' b . 

Stellt man dieselben Überlegungen für den Schnittpunkt S' von s a und s c an, so muß auch S' 
die Strecke s a im Verhältnis 2:1 teilen und daher gleich »S sein. Es gehen also alle drei 
Schwerlinien durch einen Punkt S, den Flächenschwerpunkt, und werden durch ihn im Ver¬ 
hältnis 2:1 geteilt. 
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Ähnlich wie oben werden die folgenden, auch für die Mechanik wichtigen Sätze bewiesen: 


1. Der Schwerpunkt der Dreieckseite BC, der Halbierungspunkt M a , hat von der Seite c 
den Abstand h c /2 und von der Seite b den Abstand h b /2. 

2. Der Abstand des Flächenschwerpunkts S eines Dreiecks von den Seiten beträgt 
jeweils ein Drittel der zugehörigen Höhe. 


Die Koordinaten des Flächenschwerpunkts des AABC[A (a x \ a y \ B(b x \b y ), C(c x \c y )\ haben 
wir bereits in Aufgabe 10.51 berechnet: 


( a x + b x + c x 

a y + by + Cy \ 

l 3 

3 ) 


AUFGABE 

13.45 Berechnen Sie von den Dreiecken 

a) ^4 ( — 101 — 5), B (610), C(0|10) b) y4(3|-5), B(- 21 — 5), C(l|9) 

c) A (1018), 2? (— 513), C(212) d) A (01 5), B(-10\ 10), C(20| 10) 

die Länge der Seiten, den Umfang, den Flächeninhalt, die Koordinaten der Seiten¬ 
halbierungspunkte und des Schwerpunkts, ferner p, p a , p b , p c . 


13.8 Höhenschnittpunkt eines Dreiecks 


Die Höhenlinien schneiden einander in einem Punkt, dem Höhenschnittpunkt. 


Beweis: 

Durch Parallelverschieben der Seiten des Dreiecks 
ABC durch die jeweilige Gegenecke erhalten wir 
das Dreieck A'B'C'. Die Punkte A, B, C sind nun 
Seitenmittelpunkte von A A'B'C', die Höhen des 
kleinen Dreiecks daher Seitensymmetralen des 
großen Dreiecks, somit M' = H. 



Beachten Sie die Lage des Höhenschnittpunkts H bei den folgenden Dreiecksarten: 



A 


B 


spitzwinkliges 

Dreieck 


rechtwinkliges 

Dreieck 



stumpfwinkliges 

Dreieck 


I 
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BEISPIEL 

Durch einen Punkt P und den außerhalb des Zeichenblattes liegenden Schnittpunkt S der 
Geraden g A und g 2 ist eine Gerade g zu legen. 

Lösung: 




P ist Höhenschnittpunkt des Dreiecks ABS. 

KG: «,(/’) lg, 2. ni ng 2 = {ß> 3. n 2 (P)±g 2 

4. n 2 ng, = {A} 5.g(P)±AB 


AUFGABE 

13.46 Ermitteln Sie in den Dreiecken der Aufgaben 13.45 a) bis d) den Höhenschnittpunkt. 


13.9 Sätze über das rechtwinklige Dreieck 
Höhensatz 

Das Dreieck AHC ist ähnlich dem Dreieck CHB. 

Es gilt daher b c :h = h : a c 
also h 2 = a c -b c 



h = fäj\ 

Die Höhe eines rechtwinkligen Dreiecks ist das geometrische Mittel der Hypotenusen¬ 
abschnitte. 


Kathetensatz 

Aus der Ähnlichkeit der Dreiecke ABC und CBH folgt c :a = a :a c oder a 2 =ca c 
AABC-AACH => b 2 = cb. 


s 




a = j 1 ca c 

II 

-C5 


Jede Kathete ist das geometrische Mittel 

der Hypotenuse und des anliegenden 


Hypotenusenabschnitts. 



Höhensatz und Kathetensatz faßt man auch unter dem Begriff Sätze des Euklid zusammen 1 . 


1 Euklid von Alexandria (um 300 v. Chr.) 
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Satz des Pythagoras 

Aus a 2 = c-a c und b 2 = c-b c folgt: 

a 2 + b 2 = c(a c + b c ), also: a 2 + b 2 = c 2 


c 2 = a 2 + b 2 

In jedem rechtwinkligen Dreieck ist das Quadrat der Hypotenuse gleich der Summe der 
Kathetenquadrate. 


Die wirkliche Beherrschung dieses für die Technik fundamentalen Lehrsatzes ist wichtig. 
Dieser Satz gilt nur für das rechtwinklige Dreieck und ermöglicht es, aus zwei bekannten 
Seiten des rechtwinkligen Dreiecks die dritte Seite zu berechnen. 


Drei natürliche Zahlen, die der Gleichung a 2 + b 2 = c 2 genügen, heißen pythagoräische 
Zahlen. 


Einige pythagoräische Zahlentripel: 3 5 8 10 12 12 20 

4 12 15 24 35 16 21 

5 13 17 26 37 20 29 

Zeigen Sie, daß gilt: Sind r und s beliebige ganze Zahlen, so liefern die Terme 2 rs, r 2 — s 2 und 
r 2 + s 2 ein pythagoräisches Zahlentripel. 

Zur Landesvermessung verwendeten die Ägypter des Altertums Seile, die 13 Knoten in glei¬ 
chen Abständen enthielten, und spannten diese zu rechtwinkligen Dreiecken. Die Eckpunkte 
bildeten der vierte und der achte Knoten und der erste und letzte zusammengenommen. 
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13. Dreiecke 


5. 


6 . 


Wie groß ist das Eckenmaß e einer Sechskantmutter mit der Schlüsselweite 
5 = 55 mm? 


Lösung: 

Es gilt: e 2 = a 2 + s 2 


£ 

Da im regelmäßigen Sechseck die Beziehung a=-=r 
besteht, können wir schreiben: 




daraus: 



Nun setzen wir die gegebene Maßzahl ein: 



e = 63,5 mm 



Aus der Spannweite 5 und der Bogenhöhe h eines kreisför¬ 
migen Bogens ist der Radius r zu berechnen. 

Lösung: 

EB ist die Höhe im DBC. 

Folglich gilt: £R 2 = -£C 

/ 5\ 2 . , . 5 2 + Ah 2 

ly I = h (2r — h) und damit: r =- — - 



AUFGABEN 


13.47 Begründen Sie die folgenden Formulierungen. 


s 


a) Höhensatz 


h 2 = a c b c 

In jedem rechtwinkligen Dreieck ist das Qua¬ 
drat über der Höhe flächengleich dem 
Rechteck aus den Hypotenusenabschnitten. 



b) Kathetensatz 


a 2 = ca c b 2 = cb c 

In jedem rechtwinkligen Dreieck ist das Qua¬ 
drat über einer Kathete flächengleich dem 
Rechteck aus der Hypotenuse und dem anlie¬ 
genden Hypotenusenabschnitt. 
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s 


s 


c) Satz des Pythagoras 


c 2 = a 2 + b 2 

In jedem rechtwinkligen Dreieck ist das Qua¬ 
drat über der Hypotenuse flächengleich der 
Summe der Kathetenquadrate. 


13.48 Beweisen Sie, daß der pythagoräische Lehrsatz 
umkehrbar ist: 


Ist in einem Dreieck die Summe der Qua¬ 
drate zweier Seiten gleich dem Quadrat der 
dritten Seite, so ist dieses Dreieck recht¬ 
winklig. 



13.49 Wie lang ist die Seite eines Quadrats, dessen Diagonale 

a) 17,2 cm b) 0,84 m c) 173 dm mißt? 

13.50 Wie groß ist der Rauminhalt eines Würfels, dessen Raumdiagonale 

a) 253 cm b) 0,182 m c) 0,0567 m mißt? 

13.51 Berechnen Sie die fehlenden Stücke der gleichseitigen Dreiecke: 
Lösen Sie a) und c) bis e) auch graphisch! 



a 

h 

A 

P 

r 

a) 

0,29 m 





b) 



17,8 m 2 



c) 




4,2 dm 


d) 





17,2 cm 

e) 


38,7 mm 





13.52 Berechnen Sie aus den gegebenen Stücken eines rechtwinkligen Dreiecks die feh¬ 
lenden Stücke. 



13.53 An einem Punkt greifen zwei Kräfte Fi — 84 N und F 2 = 72 N unter dem Winkel <* = 90° 
an. Berechnen Sie die Resultierende. 

13.54 Zwei zueinander rechtwinklige Kräfte F x = 893 N und F 2 greifen in einem Punkt an. 
Wie groß ist F 2 , wenn die Resultierende 1320 N ist? 
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13. Dreiecke 


13.55 Der Querschnitt eines Daches hat die Form eines rechtwinkligen gleichschenkligen 
Dreiecks. Wie lang sind die Dachsparren ohne Überstand, wenn das Haus 12 m breit 
ist? 

13.56 Berechnen Sie die Länge der Sparren des Sägedaches des Beispiels 14.70 f), Seite 311. 

13.57 Der Querschnitt eines 7 m breiten Daches ist ein gleichschenkliges Dreieck. 

Wie lang müssen die Dachsparren ohne Überstand sein, wenn der First 5,2 m hoch ist? 


13.58 Berechnen Sie die Länge x des Spannriegels 
eines doppelten Sprengwerks. 


9,90 

x 



13.59 Berechnen Sie die Stablängen der Fachwerk¬ 
trägerbrücke. 


13.60 Berechnen Sie die Länge der Anfallsparren a 
und der Gratsparren g eines Walmdaches mit 
der Dachneigung 1 : 1. 



13.61 Berechnen Sie die Länge der Gratsparren. 



13.62 Berechnen Sie die Stablängen des kreis¬ 
förmigen Brückenbogens. 


13.63 Die Mittellinien zweier Wege, deren Schnitt¬ 
punkt nicht abgesteckt werden kann, sind durch 
einen Kreisbogen verbunden. Berechnen Sie 
seinen Radius r und seine Höhe h. 
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13.64 Zur Absteckung von Bogenzwischenpunkten 
sollen deren Abstände von der Sehne berechnet 
werden. Der Kreisradius ist r = 168,3 m. Be¬ 
rechnen Sie die Länge der Abstände von der 
Sehne. 


188,10 



10,00 


h 


\ 

-W 

, y 3 Vs 


13.65 Entwickeln Sie unter Verwendung des pythagoräischen Satzes die Beziehung zwischen 
der Spannweite s, der Bogenhöhe h und dem Radius r eines kreisförmigen Bogens; 
drücken Sie jede der drei Größen durch die anderen aus. 


13.66 Für die gezeichneten Stahleinlagen 
sind die Längen zu berechnen. 


r 

\m 

t ^ 

rr 

300 



^ 2000 


300 


6 °/ 

\ 380 

/ 


300 


2000 


300 


13.67 Welche kinetische Energie besitzt das Pendel mit der Masse 
m = 1 kg im Punkt B, wenn man es im Punkt A ausläßt? 



13.68 In den kugelförmig ausgebildeten 
Stangenkopf ist eine 32 mm breite 
Nut einzufräsen. 

Ges.: a) Radius r des Schnitt¬ 
kreises, 

b) Tiefenmaß x. 


13.69 Um den Durchmesser D zu be¬ 
stimmen, legen wir drei genau bear¬ 
beitete, geschliffene, zylindrische 
Bolzen (<7 = 25 mm) in die zylindri¬ 
sche Bohrung. 

Wie lang ist D, wenn a = 5 mm ge¬ 
messen wird? 
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13. Dreiecke 


13.10 Flächeninhalt eines Dreiecks 


Es gilt: EX CDßstX BEC 
und 

Aus A abef = AB • h c = c h c 
folgt somit: A abc = -~c h c 



Jedes Dreieck gehört drei Streifen an, daher gilt: 


A ' g • h A —— • a • h =—’ b ~ h b ’ c • /? 

Der Flächeninhalt eines Dreiecks ist gleich dem halben Produkt aus einer Seite und der 
dazugehörigen Höhe. 


Aus der Formel erkennen wir: 


1. Dreiecke mit gleicher Grundseite und gleicher Höhe sind flächengleich. 

2. Der Flächeninhalt eines rechtwinkligen Dreiecks ist gleich dem halben Produkt der 

Katheten: A = \ a b 
2 

3. Die Höhen eines Dreiecks verhalten sich wie die Reziprokwerte der zugehörigen Seiten: 


^ Mit Hilfe der Heronschen Formel A =~]s(s — a) (s — b ) (s — c) können wir A aus a, b, c 
berechnen. 

Im Abschnitt 15.3 lernen wir die Formel A =^£ (r = Umkreisradius) kennen. 

4 r 


AUFGABEN 


13.70 Wie groß ist der Flächeninhalt eines Dreiecks, wenn gegeben sind: 
a) c = 54 dm; h ( =1,2 m b) a = 14,2 dm; h a = 10,34 dm 


13.71 Wie lang ist die Seite a eines Dreiecks, wenn 
der Flächeninhalt 16,7 cm 2 mißt und 
h a = 3,4 cm beträgt? 

13.72 Wie lang ist h a in einem Dreieck mit 
a = 14,8 cm, b = 9,3 cm und h b = 57 mm? 

13.73 Ermitteln Sie die Flächeninhalte der Dreiecke 
der Aufgaben 13.07 bis 13.21. 

13.74 Ermitteln Sie die Maßzahlen der Flächenin¬ 
halte der in der nebenstehenden Figur einge¬ 
zeichneten Dreiecke. 

13.75 Berechnen Sie den Umkreisradius r eines 
Dreiecks mit a =7,8 cm, b = 9,2 cm, 
c = 11,2 cm. 





































14. Vielecke 


Nach dem Durcharbeiten dieses Abschnitts werden Sie folgendes können: 

■ ein Vieleck aus Seiten, Winkeln und Diagonalen konstruieren; 

■ Vierecke nach der Anzahl der zur Konstruktion notwendigen, voneinander unabhängigen Be¬ 
stimmungsstücke einteilen; 

■ die Begriffe regelmäßiges Vieleck, konvexes Vieleck erklären; 

■ den Flächeninhalt von Vierecken berechnen; 

■ den Flächeninhalt von Vielecken durch Zerlegung in Dreiecke berechnen; 

■ Seitenlänge, Umkreisradius, Inkreisradius und Flächeninhalt eines regelmäßigen w-Ecks (n> 3) 
mit Hilfe der Tabellen berechnen. 




► 


14.1 Allgemeine Sätze über das Viereck 


Wenn man vier ( n ) Punkte einer Ebene, von denen aber 
keine drei auf einer Geraden liegen, der Reihe nach ge¬ 
radlinig verbindet, erhält man ein Viereck (ii-Eck). 



Wir betrachten in diesem Buch, wenn nicht aus¬ 
drücklich etwas anderes festgelegt ist, nur kon¬ 
vexe Vierecke, also Vierecke, bei denen jeder In- a) C 
nenwinkel kleiner ist als 180°. 

Konkave Vierecke (Abb. a) 1 und überschlagene 
Vierecke (Abb. b) schließen wir im allgemeinen 
aus. 

A B 






Durch jede Diagonale wird ein Viereck in zwei verschiedene Dreiecke zerlegt. Zur Konstruk¬ 
tion des ersten Teildreiecks benötigt man drei voneinander unabhängige Stücke, für das 
zweite Teildreieck noch weitere zwei Stücke. Wir sehen daraus: 

Zur Konstruktion eines allgemeinen Vierecks benötigt man fünf voneinander unabhän¬ 
gige Bestimmungsstücke. 


Die Diagonale AC liegt außerhalb ABCD. 
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AUFGABEN 

14.01 Beweisen Sie die Sätze über die Summe der Innen-(Außen-)winkel. 
14.02 Berechnen Sie den jeweils fehlenden Winkel. 



cc 

ß 

7 

ö 

a) 

60° 

30° 

135° 


b) 

112° 

137° 


73° 

c) 

42° 12'36" 

107°48'49" 

129° 52'13" 



Konstruieren Sie ein Viereck aus: 


14.03 a — 52 mm 

b = 28 mm 

c = 84 mm 

d = 42 mm 

y = 5V 

14.04 a =3,2 cm 

b = 30 mm 

c = 4,6 cm 

/ = 57 mm 

ß = S7' 

14.05 b = 17 mm 

c =36 mm 

e = 36 mm 

/ = 45 mm 

<5 = 53‘ 


14.06 Konstruieren Sie ein Quadrat aus: a) d = 34 mm b) U = 75 mm 


14.2 Quadrat 


Ein Viereck mit gleich langen Seiten und gleich großen 
Winkeln heißt Quadrat. 

Aus dieser Definition folgt: 

Das Quadrat ist ein gleichseitiges rechtwinkliges Parallelogramm. 




Es vereinigt die Eigenschaften des Rechtecks und des Rhombus, besitzt also insbesondere 
sowohl einen Umkreis als auch einen Inkreis. D a C 


Flächeninhalt: 

, 2 d 2 

A = a z = — 

2 

Umfang: 

U = 4ö 

Diagonale: 

d = a]/2 



AUFGABEN 

14.07 Berechnen Sie den Flächeninhalt eines Quadrats mit der Seitenlänge: 
a) 0,42 m b) 1,02 dm c) ^ m d) 15*]/2 cm 

14.08 Wie groß ist die Seitenlänge eines Quadrats, wenn der Flächeninhalt 
a) 0,1 dm 2 b) 8,16 m 2 c) 0,042 dm 2 beträgt? 

14.09 Stellen Sie den Flächeninhalt eines Quadrats als Funktion der Seitenlänge und des 
Umfangs dar! 

Aus dem Schaubild sind die Flächeninhalte von Quadraten mit den Seitenlängen 
a) 0,8 cm b) 3,2 dm c) 2,7 m zu bestimmen. 

Wie groß sind die Seitenlängen, wenn die Flächeninhalte 
d) 5,8 cm 2 e) 9,4 m 2 f) 0,072 dm 2 betragen? 

Wie groß ist der Flächeninhalt, wenn der Umfang g) 18,5 cm h) 7,1 dm mißt? 
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14.10 Wie groß ist der Flächeninhalt eines Quadrats, dessen Umfang 0,52 m beträgt? 

14.11 Wie hoch kann die Decke eines quadratischen Zimmers von 4,8 m Länge belastet 
werden, wenn (j zul = 2000 N/m 2 (zulässige Belastung) ist? 


14.3 Rechteck 


Ein Viereck mit gleich großen Winkeln heißt Rechteck. 


Das Rechteck ist ein rechtwinkliges Parallelogramm. Die 
normal aufeinander stehenden Mittellinien sind Symmetrie¬ 
achsen. 


Aus der Kongruenz der Dreiecke ABC und BAD folgt: 


Die Diagonalen eines Rechtecks sind gleich lang. 

Durch zwei voneinander unabhängige Stücke ist ein 
Rechteck bestimmt. 


Flächeninhalt: A= ab 
Umfang: U = 2(a + b) 

Diagonale: d = | !a 2 + b 2 



AUFGABEN 

14.12 Konstruieren Sie ein Rechteck aus: 

a) fl = 7 cm e = 90 mm b) h a =40 mm /= 52 mm 

c) b =35 mm (p= <Z ae = 17° d) e = 12 mm co=<ef= 130° 

14.13 Beweisen Sie: 

a) Jedes Viereck, dessen Diagonalen einander halbieren und gleich lang sind, ist ein 
Rechteck. 

b) Jedes Rechteck besitzt einen Umkreis. 

14.14 Wie groß ist der Flächeninhalt eines Rechtecks, wenn die Seiten 3,2 m und 64 dm lang 
sind? 

14.15 Welche Belastung ist für einen Mauerpfeiler von 65 cm x 95 cm zulässig, wenn 
cr zu) = 50 N/cm 2 beträgt? 

14.16 Wie lang ist eine Seite eines Rechtecks, wenn der Flächeninhalt 1,4 m 2 beträgt und die 
andere Seite a) 0,62 m b) 4,7 dm c) 23 cm mißt? 

14.17 Wie viele m 2 Holz sind für den Fußboden eines Abstellraums nötig, der 14,5 m lang 
und 6,7 m breit ist? 

14.18 Der Flächeninhalt eines Rechtecks mit den Seiten a und b beträgt 142 cm 2 . Stellen Sie 
die Seite a als Funktion der Seite b dar! 

14.19 Der Fußboden eines 6,2 m langen und 5,4 m breiten Zimmers soll neu belegt werden. 
Wie hoch sind die Kosten, wenn ein Fußbodenbelag verwendet wird, der 120 S pro m 2 
kostet und wenn mit 6 % Verschnitt gerechnet werden muß? 
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Berechnen Sie den Querschnitt der vereinfacht gezeichneten Träger. 

Berechnen Sie ferner die Masse pro m Länge. 

Vergleichen Sie die Ergebnisse mit einer Tabelle und stellen Sie die prozentuelle Abwei¬ 
chung zu den dort angegebenen Werten fest. 


14.20 I Stahl (DIN 1025) 



Profil 

h 

b 

d 

a) 

124 

240 

106 

8,7 

b) 

136 

360 

143 

13,0 

c) 

160 

600 

215 

21,6 


14.21 [Stahl (DIN 1026) 



Profil 

h 

b 

d 

a) 

[10 

100 

50 

6 

b) 

[18 

180 

70 

8 

c) 

[26 

260 

90 

10 


14.22 1 Stahl (DIN 1027) 



Profil 

h 

b 

d 

a) 

1 4 

40 

40 

4,5 

b) 

1 8 

80 

50 

6 

c) 

120 

200 

80 

10 



14.23 Gleichschenkliger L Stahl (DIN 1028) 

a) L 30-30-5 

b) L 50-50-7 

c) L120-120-11 



14.24 Ungleichschenkliger L Stahl (DIN 1029) 

a) L 40-80-8 

b) L100-200-14 

c) L 80-120-10 
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14.4 Rhombus 


Ein Viereck mit gleich langen Seiten heißt Rhombus oder 
Raute. 



Der Rhombus ist ein gleichseitiges Viereck. 

Formulieren Sie: Die Rhombusfläche ist der Durchschnitt . .. 


Die durch eine Diagonale und zwei Seiten des Rhombus begrenzten Dreiecke sind gleich¬ 
schenklig. Daraus folgt: 


Ein Rhombus ist bezüglich beider Diagonalen ein Deltoid 1 . 

Die Diagonalen stehen normal aufeinander, halbieren einander und halbieren die 
Winkel. 

Ein Rhombus ist durch zwei voneinander unabhängige Stücke bestimmt. 


Flächeninhalt: A=a h = 


e •/ 


Umfang: 
Es gilt: 


U = 4a 


a 2 = - +K- 


l' 


AUFGABEN 

14.25 Konstruieren Sie einen Rhombus aus: 

a) a =4,3 cm oc = 128° b) a =6,7 cm h = 5,2 cm 

c) e = 8,2 cm /= 48 mm 

14.26 Unter welchem Winkel wirken zwei gleich große Kräfte Fi = F 2 = 123 N zusammen, 
wenn sie durch eine Kraft F 3 = 174 N ersetzt werden können? 

14.27 Beweisen Sie: Ein Viereck, dessen Diagonalen die Winkel halbieren, ist ein Rhombus. 

14.28 Beweisen Sie: Jeder Rhombus besitzt einen Inkreis. 

6 ‘f 

14.29 Beweisen Sie die Formel A=a h =—-. 

2 

14.30 Von einem Rhombus sind a =6,7 cm und h =5,2 cm gegeben. Berechnen Sie A und U. 

14.31 Von einem Rhombus sind e = 8,2 cm und /= 48 mm gegeben. Berechnen Sie a, U, A, h. 


1 D. h.: er ist bezüglich beider Diagonalen ein symmetrisches Viereck. 



























304 


14. Vielecke 


14.5 Parallelogramm 


Ein zentralsymmetrisches Viereck ist ein 

Parallelogramm. 


Der Punkt M ist Symmetriepunkt beider 
Streifen und damit auch Symmetriepunkt 
des Parallelogramms. 

Vierecke mit zwei Paaren paralleler 
Seiten sind Parallelogramme. 



Aus der Zentralsymmetrie folgt: 


In jedem Parallelogramm 

a) sind Gegenseiten und Gegenwinkel gleich groß, 

b) halbieren die Diagonalen einander. 


Leicht zu erkennen ist: 

a) Die einer Seite anliegenden Winkel sind supplementär. 

b) Jede Diagonale teilt das Parallelogramm in zwei gleichsinnig kongruente Dreiecke. 


Ein Parallelogramm ist durch drei voneinander unabhängige Stücke bestimmt. 

Es gilt: AAFD^ABEC 
und somit Ä ABCD = A abef 
also A = a • h a 

Analog erhält man: A = b h b 

A 


Flächeninhalt 1 : 

A=g -h = a ■ h a = b ■ h b 

Umfang: 

U = 2(a + b) 



Aus A=g • h folgt: 

Parallelogramme mit gleich langen Grundseiten und gleicher Höhe sind inhaltsgleich. 


AUFGABEN 

14.32 Beweisen Sie die Umkehrung der Lehrsätze über das Parallelogramm. 

14.33 Die fehlenden Winkel des Parallelogramms sind anzugeben: 
a) a = 15,6° b) ß = 153,2° c) y' = 49,4° 

14.34 In einem Parallelogramm ist ein Winkel dreimal so groß wie der zugehörige Außen¬ 
winkel. Wie groß sind die Winkel? 


g ... Grundseite, h ... Höhe 
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14.35 Konstruieren 

a) a =85 cm 

b) a = 85 cm 

c) fl = 85 cm 

d) fl = 56 cm 


Parallelogramm aus: 
b = 65 cm 
e = 144 cm 
/= 131,55 cm 
h =62,9 cm 


Sie ein 


er = 54° 
r= 32° 
er = 122° 
ß = 133° 


14.36 In einem Punkt greifen zwei Kräfte Fi und F 2 an. 

Wie groß ist die resultierende Kraft F, wenn < F A F 2 = er ist? 



Fi 

f 2 

oc 

a) 

81 N 

79 N 

73° 

b) 

56 N 

98 N 

34° 

c) 

67 N 

87 N 

120° 


14.37 Unter welchem Winkel müssen die Kräfte F A und F 2 auf einen Körper einwirken, damit 
die resultierende Kraft F beträgt? 



Fi 

f 2 

F 

a) 

56 N 

82 N 

101,69 N 

b) 

65,5 N 

34,9 N 

85,11 N 

c) 

123 N 

56 N 

149,15 N 


14.38 Die Kraft F soll durch die Einzelkräfte Fi und F 2 ersetzt werden, die mit ihr die 
Winkel und cc 2 bilden. 

Wie groß sind Fi und F 2 , die Komponenten der Kraft Fl 



F 

CCi 

a 2 

a) 

70 N 

23° 

64° 

b) 

3500 N 

112° 

57° 

c) 

13,2 N 

90° 

28° 


14.39 Ein Parallelogramm hat die Abmessungen a = 24 cm; b = 19,2 cm; a = 73°. 
Zeichnen Sie das Parallelogramm und berechnen Sie den Flächeninhalt. 


14.40 Berechnen Sie die Flächeninhalte der ge¬ 
zeichneten Parallelogramme der Aufgaben 

14.35 a)-d). 


14.41 Ermitteln Sie die Maßzahlen der Flächen¬ 
inhalte der in der nebenstehenden Figur ein¬ 
gezeichneten Parallelogramme. 
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14.6 Trapez 


Ein Viereck mit (mindestens) einem parallelen 
Seitenpaar nennt man Trapez 1 . 



Formulieren Sie: Die Trapezfläche ist der Durchschnitt ... 

In jedem Trapez sind die einem Schenkel anliegenden Innenwinkel supplementär (Parallel¬ 
winkel!), das heißt, es gelten die Beziehungen: 

a + 5 = 180° und ß + y = 180° 

Die Verbindungsstrecke der Halbierungspunkte M b und M d 
der Schenkel b und d nennen wir die Mittenstrecke m des 
Trapezes, m ist zu den Grundseiten a und c parallel. 

Die Dreiecke M h FC und M h EB sind kongruent (WSW). 


Leicht ist zu beweisen (Aufgabe 14.44): m = 


a + c 



Durch die Beziehung c||a vermindert sich die für das allgemeine Viereck benötigte Anzahl 
von fünf Bestimmungsstücken auf vier. 


Ein Trapez ist durch vier voneinander unabhängige Stücke bestimmt. 


Flächeninhalt: A = m -h=^—^ h 

2 

Umfang: U = a + b + c + d 

Mittenstrecke: m = 

2 

a + ö = ß + y = 180° 


Wenn b = d ist, dann liegt ein gleichschenkliges Trapez vor. Es gilt dann: a = ß und y = ö. 
Das gleichschenklige Trapez ist eine achsensymmetrische Figur, die Streckensymmetrale der 
Grundseiten ist Symmetrieachse. 


AUFGABEN 

14.42 Beweisen Sie: 

Im gleichschenkligen Trapez sind die Winkel an jeder Grundseite gleich groß. 

14.43 Beweisen Sie: 

Im gleichschenkligen Trapez sind die Diagonalen gleich lang. 

d -(- c 

14.44 Beweisen Sie: m =-; A = m h 

2 


14.45 Die fehlenden Winkel der Trapeze sind zu berechnen: 


a) <* = 62,7° 

7 = 36° 

b) ß 

= 72° 5' S 

= 132,5° 

c) y =34° 

5 = 34° 

d) a 

= 43,2° y' 

= 102° 

14.46 Konstruieren Sie ein Trapez aus: 




a) a =95 mm 

b = 24,86 mm 


c = 33,55 mm 

ß = S2° 

b) fl = 46 mm 

c =111,18 mm 


/ = 94,03 mm 

ß = 125° 

c) fl = 65 mm 

c =25,29 mm 


e = 71,29 mm 

f = 56,71 mm 

d) fl =72 mm 

b = 59,53 mm 


/z = 57,28 mm 

ör=67,5° 


1 trapeza (griech.) = Tisch 
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14.47 Konstruieren Sie ein gleichschenkliges Trapez aus: 



a) ö = 58 mm 

c =32 mm 

7=98° 


b) /j =64 mm 

/ = 129 mm 

a= 120° 

14.48 

Konstruieren Sie ein rechtwinkliges Trapez aus: 


c = 105 mm 

/ =160 mm 

7=160° 

14.49 

Berechnen Sie den Flächeninhalt der folgenden Trapeze: 


a) fl =35 mm 

c =167 mm 

/z = 65,82 mm 


b) fl = 82,5 mm 

c =41,25 mm 

h = 65,93 mm 


c) fl = 56 mm 

c =31,94 mm 

/z = 34,79 mm 

14.50 

Wie groß ist die Höhe eines Trapezes, 

wenn gegeben sind: 


a) fl = 85 mm 

c =67,58 mm 

A= 5329,78 mm 2 


b) fl = 90 mm 

c =40,97 mm 

.4=3150,75 mm 2 


c) .4 = 2731,79 mm 2 m =67 mm 

14.51 Der Querschnitt eines Damms ist maßstäblich zu zeichnen (siehe Abbildung 4, 
Seite 220). 

a) Dammsohle 23 m, Dammkrone 9 m, Dammhöhe 4,2 m 

b) Dammkrone 6 m, Böschungslänge 7 m, Böschungswinkel 38° 

c) Dammsohle 16,0 m, Dammhöhe 3,1 m, Böschungswinkel 35° 

14.52 Wie groß sind die Querschnitte der Dämme der Aufgaben 14.51 a) bis c)? 

14.53 Wie groß ist die zu deckende Fläche des Walmdaches der Aufgabe 13.60 bzw. 13.61? 


14.7 Deltoid (Drachenviereck) 


Ein bezüglich einer Diagonale symmetrisches Viereck heißt Deltoid. 


Die Diagonale BD teilt das Deltoid in zwei gleichschenklige 
Dreiecke und steht normal auf der Diagonalen AC. 

Die Diagonale AC ist Symmetrieachse des Deltoids. 

Die Gegenwinkel ß und ö sind gleich groß. 

Das Deltoid ist durch drei voneinander unabhängige Stücke be¬ 
stimmt. 

Die Berechnung des Flächeninhalts kann auf die Berechnung des 
Inhalts eines Rechtecks zurückgeführt werden. 



C 


6 * f 

Flächeninhalt: A = —- 
2 

Umfang: U=2(a + b) 

ß = 5 


6 • f 

Die Formel A gilt für alle Vierecke, deren Diagonalen normal aufeinander stehen. 
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AUFGABEN 

14.54 Beweisen Sie: Vierecke mit zwei Paaren gleich langer Nachbarseiten sind Deltoide. 

14.55 Beweisen Sie: Jedes Deltoid besitzt einen Inkreis. 

6 ' f 

14.56 Beweisen Sie die Formel A =—~. 

14.57 Berechnen Sie die fehlenden Winkel der Deltoide: 

a) <* = 136° 7 = 15° b) ß = 45,6° 7 = 110,4° 

14.58 Konstruieren Sie ein Deltoid aus: 

a) b =35 mm d = 60 mm / = 38 mm 

b) e = 2,9 cm / = 9,1 cm <*= 130° 

c) fl =7,4 cm £=18,3 cm 5 = 140° 

14.59 Berechnen Sie den Flächeninhalt der Deltoide: 

a) fl =5,2 cm b =3,6 cm / = 6 cm 

b) b =80 mm £=100 mm / = 40 mm 


Weitere Aufgaben für Vierecke: 


14.60 Welche Vierecke sind Sonderformen des Deltoids? 


14.61 Konstruieren Sie die Raumdiagonalen eines Quaders mit den Seitenlängen a =46 mm, 
5 = 57 mm, c = 25 mm. 


14.62 Beweisen Sie den Satz: Verbindet man der Reihe nach die Seitenmitten eines Vierecks, 
so entsteht ein Parallelogramm. 



AB (in m) 

a\ 

oc 2 


ßi 

a) 

710 

31° 

74° 

49° 

102° 

b) 

940 

24° 

43° 

76° 

135° 

c) 

1050 

52° 

74° 

56° 

89° 


Um die Entfernung zweier unzugänglicher Punkte D 
und C zu bestimmen, mißt man die Standlinie AB und 
die Winkel a u a 2 , # und ß 2 (Vorwärtseinschneiden nach 
zwei Punkten). 



14.8 Allgemeine Sätze über Vielecke 


Ein Vieleck heißt konvex, wenn jeder Innenwinkel kleiner als 180° ist. 

Ein Vieleck heißt regelmäßig, wenn alle Seiten und alle Winkel untereinander gleich 
sind. 


Es gelten die Beziehungen: 

In jedem n -Eck ist die Zahl aller Diagonalen: n ^ ^ 

beträgt die Summe der Außenwinkel 360°; 
beträgt die Summe der Innenwinkel (n— 2) 180°. 
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AUFGABEN 

14.64 Wie groß ist die Summe der Innenwinkel im Dreieck, Viereck, Fünfeck, Sechseck? 

14.65 Wie viele voneinander unabhängige Bestimmungsstücke sind zur Konstruktion eines 
Fünfecks (Sechsecks) erforderlich? 

14.66 Wie viele Diagonalen hat ein Fünfeck, Sechseck, Zwanzigeck? 

14.67 Beweisen Sie die obigen Sätze: 

Anleitung: 

a) Von einer Ecke aus kann man n— 3 Diagonalen ziehen .. . 

b) Durch einen Punkt werden Parallelen zu allen Seiten gezogen .. . 

c) An jeder Ecke ist die Summe aus Innen- und Außenwinkel 180° . . . 


14.9 Flächeninhalt von Vielecken 
D reiecksverf ahren 

Um den Flächeninhalt eines beliebigen Vielecks zu ermitteln, 
zerlegt man dieses in Dreiecke, deren Grundseiten und zugehö¬ 
rige Höhen gemessen werden. 

Der Flächeninhalt des Vielecks ist gleich der Summe der 
Dreiecksflächeninhalte. 



Trapezverfahren 

Durch die Eckpunkte A und C wird eine Gerade gelegt. An¬ 
schließend werden von den anderen Eckpunkten die Normalen 
auf diese Gerade gezeichnet. 

Die vorgegebene Figur ist nun in Dreiecke und Trapeze zerlegt, 
deren Flächen leicht berechnet werden können. 

Durch Einführung eines Koordinatensystems 1 ist jeder Punkt 
durch ein geordnetes Zahlenpaar, durch Abszisse und Ordinate, 
eindeutig festgelegt. 



BEISPIELE 

1. Die Maßzahl des Flächeninhalts des Viel¬ 
ecks, welches durch die Punkte A (010), 
B (61-1), C(810), D(813), £(6|3), F(3 11), 
G (018) gegeben ist, ist zu berechnen. 


Lösung: 

Durch Unterteilung in Dreiecke und Tra¬ 
peze erhalten wir: 


^ = ^•3 = 13,5 
2 


A 3 = '3 = 6 

A = A\ +^2 T-^3 A~A^ = 4 +13,5 + 6 + 6 = 29,5 

A =29,5 


A -2-3 = 6 



1 Beachten Sie: Koordinaten sind reelle Zahlen und keine Längen! 
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2 . 


Ein Siebeneck ist durch P 3 ( — 3|1), P 2 ( — 41 — 2), 
P*(P\-9), A(0|-5), P 5 (3|-5), P 6 (3|-3), P 7 (l|l) 
gegeben. Der Flächeninhalt ist zu berechnen 1 . 

Der Flächeninhalt des umschriebenen Rechtecks ist 
A u = 10-7 = 70. 

Es ist 3-1 = 1,5 

^ 2 = 1.4-7 = 14 
2 

^3 = 4-3 = 12 

^=1.2-4 = 4 
2 

und >1 =A tl -(A, + A 2 +A 3 +A 4 ) = 70-31,5 

/I =38,5 



AUFGABEN 


14.68 Die Maßzahlen der Flächeninhalte der durch die Lage der Eckpunkte bestimmten 
Vielecke sind zu berechnen. 

a) A (3 | — 4), B (1212), C(718), D (215), E( 511) 

b) ^4 ( — 41 — 3), 5 (412), C (51 — 2), (714), £ (416) 

c) A (- 31 — 1), B (— 11 - 3), C(212), (512), E (416) 


14.69 Die Maßzahl des Inhalts des schraffierten Querschnitts ist zu berechnen. 



3 

2 

5 

1 

0 

1 

7 

0 

0 

4 

-9 

0 

0 

-2,5 

-3 

-1,5 

0 

-2 

Ax 

Av 

0 

-0,5 

-6 

0 

0 

-2 

1 

-0,5 

5 

0 


1 /!, 4,, ^ l5 ..A 4 sind hier Variablen für die Maßzahlen der Flächeninhalte! 
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14.70 Wie groß sind die Ansichtsflächen der gezeichneten Wände? 

Wie groß ist der Materialbedarf an Ziegeln und Mörtel, wenn für eine V» Stein dicke 
Wand 50 Ziegel und 35 1 Mörtel je m 2 Ansichtsfläche benötigt werden? 



14.10 Regelmäßige Vielecke 

Ein regelmäßiges «-Eck besteht aus « kongruenten gleichschenkligen Dreiecken, den 

Bestimmungsdreiecken. 

Die Schenkel (Höhe) eines Bestimmungsdreiecks stimmen (stimmt) mit dem Umkreis¬ 
radius r (Inkreisradius p ) des regelmäßigen «-Ecks überein. 

Der Spitzenwinkel eines Bestimmungsdreiecks beträgt . 


Elementar-geometrisch lassen sich leicht konstruieren: 

3- Eck, daher 6-Eck, 12-Eck,. .. 

4- Eck, daher 8-Eck, 16-Eck,.. . 

5- Eck, daher 10-Eck, 20-Eck,... .. 

In der Praxis werden regelmäßige Vielecke oft mit Hilfe einer 
Kreisteilungstabelle berechnet. 

In unserem Tabellenbuch sind für « = 3 bis « = 10 und für 
« = 12, 15, 16, 20 fünfstellige Näherungswerte für 


A 


A 


A_ 

p 2 


a a r r p p 

r p a p a r 


angegeben. 



Mit den Mitteln der höheren Algebra kann man zeigen, daß man z. B. ein regelmäßiges 7-, 9-, 11-, 13-, 
14- oder 15-Eck nicht mit Zirkel und Lineal konstruieren kann, wohl aber ein regelmäßiges 17-Eck. 
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BEISPIEL 

Von einem regelmäßigen Fünfeck mit r = 3 cm sind mit Hilfe einer Tabelle a, p und A zu 
berechnen. 

Lösung 1 : 

Zunächst führen wir Überschlagsrechnungen durch: 

^umkreis =9-71 cm 2 «30 cm 2 ; A $<30 cm 2 

^umkreis = 2 71 r = 6 7t cm « 20 cm; a < y; fl<4cm; p<r; p< 3 cm 

Dem Tabellenbuch entnehmen wir A/r 2 = 2,3776; a/r = l,1756 und p/r = 0,8090. 

Wir setzen r = 3 cm ein und erhalten: a =3,53 cm; p =2,43 cm; ,4=21,40 cm 2 


AUFGABEN 

14.71 Berechnen Sie die Mittenwinkel beim regelmäßigen 5-, 6-, 8-, 10-Eck. 

14.72 Wie groß ist der Vieleckswinkel beim regelmäßigen 5-, 12-, 20-Eck? 

14.73 Konstruieren Sie ein regelmäßiges 3-, 4-, 6-, 8-, 12-Eck! 

14.74 Die folgenden Berechnungen sind mit Hilfe einer Tabelle durchzuführen. 

a) Von einem regelmäßigen Dreieck ist die Seitenlänge a = 12,3 cm gegeben. 
Berechnen Sie r, p und A. 

b) Von einem regelmäßigen Dreieck ist A = 147,2 dm 2 gegeben. 

Berechnen Sie a, r und p. 

c) Bei einem regelmäßigen Dreieck ist p = 9,2 cm. 

Berechnen Sie a, r und A. 

d) Der Umkreisradius r eines regelmäßigen Dreiecks ist r = 39,6 m. 

Berechnen Sie a, p und A. 

e) Wie groß ist der Umfang eines regelmäßigen 7-Ecks, dessen Flächeninhalt 94,5 cm 2 
beträgt? 

14.75 Ergänzen Sie die folgende Tabelle: 



n 

a 

r 

P 

A 

a) 

7 


15,6 cm 



b) 

15 

8,9 dm 




c) 

6 



5,67 m 


d) 

4 


10 cm 



e) 

16 



10 cm 


0 

5 

37,1 mm 




g) 

9 




17,32 cm 2 

h) 

10 




17,32 cm 2 

i) 

8 




17,32 cm 2 

j) 

12 




390,5 mm 2 


14.76 Schreiben Sie die vorhergehende Tabelle als Zahlenwerttafel mit der Grundeinheit 1 m 
bzw. 1 m 2 . 


Rechnerische Lösung auf Seite 318 f. 
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Nach dem Durcharbeiten dieses Abschnitts werden Sie folgendes können: 

■ sin oc, cos oc und tan oc am Einheitskreis darstellen; 

■ die Sinuskurve, die Kosinuskurve und die Tangenskurve skizzieren; 

■ die Werte von sin oc und cos oc für 0°, 45°, 90°, 135°, 180° angeben; 

■ die Definitionsgleichung tan cc = Sin a (cos oc ^0) angeben; 

cos oc 

m zu einem gegebenen Winkel die Funktionswerte sin oc, cos oc, tan oc mit dem Taschenrechner 
ermitteln; 

■ zu gegebenen Werten sin oc, cos oc, tan oc mit Hilfe eines Taschenrechners den zugehörigen 
Winkel ermitteln; 

■ Katheten als Gegen- bzw. Ankathete eines Winkels identifizieren; 

■ die Kreisfunktionswerte sin oc, cos oc und tan oc (<*<90°) als Seitenverhältnisse im rechtwink¬ 
ligen Dreieck angeben; 

■ die fehlenden Stücke eines rechtwinkligen Dreiecks mit Hilfe eines Taschenrechners berechnen; 

■ Probleme, die auf rechtwinklige Dreiecke führen, lösen; 

■ den Sinussatz und den Kosinussatz angeben; 

■ Dreiecke mit Hilfe des Sinussatzes und des Kosinussatzes berechnen; 

■ die Auflösungsfälle eines Dreiecks diskutieren; 

■ vor der Berechnung eines Dreiecks entscheiden, ob der Sinussatz oder ob der Kosinussatz unmit¬ 
telbar anwendbar ist; 

■ auf die Berechnung von Dreiecken zurückführbare technische Probleme lösen; 

■ die Dreiecksfläche aus zwei Seiten und dem eingeschlossenen Winkel berechnen. 


15.1 Kreisfunktionen 

Die Kreisfunktionen 1 werden auch Winkelfunktionen oder trigonometrische Funktionen 

genannt. 

Diese Funktionen brauchen wir sowohl in der Mathematik als auch in den technischen 
Fächern. 

Wir gehen, im Zeitalter des Taschenrechners, von den Kurven aus. 



Auf der x-Achse sind Winkel von 0° bis 360° aufgetragen. Die Wertemenge sowohl der 
Sinusfunktion y = sin x als auch der Kosinusfunktion y = cos x ist {y\ — 1 <y < 1}. 

Wir können aus den Kurven sofort folgende Werte ablesen: 
sin0°=0 sin 30° =0,5 sin 90° = 1 sin 150° =0,5 sin 180° =0 


Wir halten uns an die Bezeichnung der ÖNORM. 
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cosO° = l cos 60° =0,5 cos 90° =0 cos 120° = —0,5 cos 180° = — 1 

Wir nehmen unseren Taschenrechner, tippen 30 ein, drücken die Taste | sin | und erhalten 

den Wert von sin 30°, also 0,5. 

Wir tippen 120 ein, drücken die Taste | cos | und erhalten den Wert von cos 120°, also — 0,5. 
Es gibt auch Taschenrechner, bei denen | sin | 30 | ENTER~] einzugeben ist. 

Nun betrachten wir die Kurve der Tangensfunktion. 

Diese Funktion kann alle reellen Werte annehmen, somit H / =[R. 



Wir können an der Kurve sofort folgende Werte ablesen: 

tan0°=0 tan 45° = 1 tan 135° = — 1 tan 180° =0 tan 360° =0 


BEISPIEL 


Mit dem Taschenrechner erhalten wir mit 23,4 | tan | (bzw. mit | tan | 23,4) 
den Wert 0,4327386422 . . 3 tan 23,4° =0,4327 

Für 90° und für 270° ist die Tangensfunktion nicht definiert, sie wächst dort über alle 
Grenzen. 

Gelegentlich schreibt man dafür: tan 90° = oo. 

Alle Kreisfunktionswerte sind reelle, zumeist irrationale Zahlen, von denen der Taschen¬ 
rechner Näherungswerte berechnet. 

Wir haben bisher zu gegebenen Winkeln, mit Hilfe des Taschenrechners, Kreisfunktions¬ 
werte ermittelt. 

In unserem Taschenrechner sind auch die Umkehrfunktionen der Kreisfunktionen einge¬ 
baut, mit denen man zu gegebenen Kreisfunktionswerten die zugehörigen Winkel ermitteln 
kann. 


Die Menge der geordneten Paare (sin a; a) heißt Arkussinusfunktion. 
Die Menge der geordneten Paare (cos a; a) heißt Arkuskosinusfunktion. 
Die Menge der geordneten Paare (tan a; a) heißt Arkustangensfunktion. 


Diese Arkusfunktionen werden im 2. Band ausführlich behandelt. 


Für das Weiterrechnen verwenden wir diesen Wert. Ergebnisse geben wir, wenn nicht ausdrücklich 
etwas anderes gefordert oder aus der Problemstellung ersichtlich ist, mit vier Stellen hinter dem 
Komma an. 
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BEISPIEL 

Gegeben ist sin cc = 0,925. Gesucht ist oc< 90°. 

Mit dem Taschenrechner erhalten wir mit .925 | INV | | sin | (bzw. mit 

I sin- 1 | .925 1 ENTER | ) den Wert 67,66835499. « = 67,6684° 

Probe: sin 67,6684 = 0,9250 

Graphische Lösung (Funktionentafeln): Wir legen eine Parallele zur x-Achse im Abstand 

0,93 und erhalten a «70°. 


AUFGABEN 

15.01 Berechnen Sie mit Hilfe des Taschenrechners die Sinuswerte, die Kosinuswerte und 
die Tangenswerte folgender Winkel auf 4 geltende Ziffern: 
a) 34,2° b) 17,34° c) 4,36° 

d) 163,5° e) 265,2° f) 314,7° 

15.02 Berechnen Sie mit Hilfe des Taschenrechners den Arkussinuswert, den Arkuskosinus¬ 
wert und den Arkustangenswert (die Ergebnisse sind auf 3 Nachkommastellen zu 
runden): 

a) 0,7455 b) 0,9586 c) -0,5468 

d) 0,32 e) -0,345 f) 0,1524 

Man kann die Kreisfunktionen folgendermaßen definieren. 


Wenn P a der zum orientierten Winkel cc gehörige Punkt des Einheitskreises ist, so be¬ 
zeichnet man den Zahlenwert der 

Ordinate von P a als Sinuswert des Winkels cc, 

Abszisse von P a als Kosinuswert des Winkels cc. .. - 1 

Die Menge der geordneten Paare ( cc; sin cc) heißt Sinusfunktion. 

Die Menge der geordneten Paare (cc; cos cc) heißt Kosinusfunktion. 



Tangens wert von cc: tan cc— - cos cc #0 

cos oc 

Die Menge der geordneten Paare {cc; tan cc) heißt Tangensfunktion. 

Man kann tan cc auch am Einheitskreis darstellen, nämlich als Maß¬ 
zahl des Haupttangentenabschnitts. 


1 Die x-Achse ist der 1. Schenkel, 0 P a der 2. Schenkel. 
cc = <* x 0 P a ist ein orientierter Winkel (positiver Drehsinn). 


y- 
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Mit Hilfe der Darstellung der Kreisfunktionen am Einheitskreis kann man deren Graphen 
konstruieren. 


Aus der nebenstehenden Zeichnung erkennen wir die wichtige, für 
beliebige Winkel gültige Beziehung 

(cos tz) 2 + (sin cc) 2 = 1. 

Für (cos oc) 2 schreibt man auch cos 2 oc und liest „Kosinus 
Quadrat a u . 

Analog schreibt man für (sin a) 2 , also für sin oc • sin oc, auch 
sin 2 oc. .. } 

y' 

i 

2 

sin a 

1 . 

0 

cosa 


1 X 

cos 2 oc + sin 2 oc = 1 


y 




Zwischen den Kreisfunktionen bestehen viele Bezie- 


1 




hungen, die wir im Band 2 ausführlich behandeln / 

C 1 80°- a 



werden. 






Wir beschränken uns hier auf: 



a i 



cos (180° - oc) = — cos oc 

1 

-cosa 0 

cosa 

1 X 


15.2 Trigonometrie des rechtwinkligen Dreiecks 
Kreisfunktionen im rechtwinkligen Dreieck 


Man kann die Kreisfunktionswerte von spitzen Winkeln auch als Seitenverhältnisse im 
rechtwinkligen Dreieck deuten. 




C 



A Hypotenuse B 


Aus AAFP-AAC'B' und AAC'B'~ACB folgt: 



Jedem Winkel oc sind genau ein Sinuswert, genau ein Kosinuswert und genau ein Tangens¬ 
wert zugeordnet. 


1 sin 2 a darf nicht mit sin ar 2 = sin (oc- oc) verwechselt werden! 
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Berechnung des rechtwinkligen Dreiecks 


Die Kreisfunktionen sind ein gut brauchbares Hilfsmittel zur vollständigen Berechnung des 
rechtwinkligen Dreiecks. Zur Berechnung ist die Kenntnis zweier voneinander unabhängiger 
Stücke notwendig. 

Es sind vier Grundaufgaben möglich, bei denen gegeben sind: 

1. die Hypotenuse und eine Kathete, 

2. die Hypotenuse und ein spitzer Winkel, 

3. eine Kathete und ein spitzer Winkel, 

4. beide Katheten. 


^ Bei der Berechnung von Dreiecken müssen wir beachten: 

1. Die Angaben von Anwendungsaufgaben sind fast immer Näherungswerte (z. B. Meß¬ 
werte). 

2. Die beschränkte Genauigkeit der Angaben hat eine beschränkte Genauigkeit des Ergeb¬ 
nisses zur Folge. 

Als Faustregel kann gelten: 

^ Die Anzahl der geltenden Ziffern des Ergebnisses ist im allgemeinen gleich der Anzahl 
der geltenden Ziffern der ungenauesten Angabe. 

3. Bei Dreiecken mit sehr spitzen Winkeln können Ergebnisse mit stark verringerter 
Genauigkeit auftreten (schleifende Schnitte beim Konstruieren!). 


BEISPIELE 1 

1. Gegeben: 

Gesucht: 

Lösung 2 : 
a 

sin cc = - = 

C ^-r,x. 

Aus a + ß = 90° folgt: ß = 90° — oc => 

Aus sin ß = - folgt: b = c-s\v\ß 
c 

Ferner gilt: A = ^ => 


c = 24,2 cm; a = 16,4 cm 
b, oc, ß, A 

1 6 ,4 


oc =42,7° 


ß =47,3° 


b = 17,8 cm 
A = 146 cm 2 



Probe:]/a 2 + b 2 = c 


1 Wenn nicht ausdrücklich etwas anderes angegeben ist, gelte c ... Hypotenuse, a, b ... Katheten, 
oc ... Gegenwinkel zur Seite a. 

2 a und c haben je 3 geltende Ziffern, wir geben daher auch bei oc drei geltende Ziffern an. 
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2. Gegeben: a =7,8 cm; or = 35,6° 

Gesucht: b, c 

Lösung: 

a a , 

sin a = - => c = — - c = 13,4 cm 

c sin cc - 

tan cc = - => b =—— b = 10,9 cm Probe:]/c 1 — b 2 = a 

b tan cc - 

Mit dem angezeigten Wert 6 = 10,89492472 rechnen wir A=^ und erhalten 
A =42,49 cm 2 . 2 

^ Die Rechnung mit dem gerundeten Wert 6 = 10,9 cm ergibt A =42,51 cm 2 , also eine 

42 51-42 49 

Abweichung von ’ — ? - • 100 % = 0,05 %. 

6 42,49 



3. 


Gegeben: a = 2,80 dm; 6 = 4,23 dm 
Gesucht: c, cc, ß, A 


Lösung: 


a 

tan oc = - 
6 

ß = 90° — cc 



cos ß 


oc =33,5° 

ß =56,5° 
c = 5,07 dm 


A =5,92 dm 2 



Probe: ]/ a 2 + 6 2 


c 


4. 


5. 


Gegeben: a- 
Gesucht: 6, 

Lösung: 

= 6,90 m;ß = 27,2° 

C, Öf, 

c/ 

•'p* 

a 

cc = 90°-ß 

or =62,8° 

,/T a 

/T 


a 

sin £* = - => 

c 

c= : a c =7,76 m 

sin cc 

b 



sin/>=- => 

c 

b = c -sin ß 6 =3,55 m 




■§1« 

II 

= 12,23 m 2 



Probest 
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Zum Beispiel von S. 312: n = 5; r = 3 cm 

s = 2 r • sin - ^ = 6 • sin 36° = 3,527 p=r • cos — - - = 3 • cos 36° = 2,427 

A= n^=2,5 ■ p ■ i = 21,399 

6. Von einem regelmäßigen «-Eck sind n und s gegeben. 

Gesucht sind r, p, A. 


Lösung: 



Die meisten Taschenrechner haben eine Taste, mit deren Hilfe man bei rechtwinkligen 
Dreiecken 

a) aus der Hypotenuse c und dem Winkel a die Katheten a und b , 

b) aus den Katheten a und b die Hypotenuse c und den Winkel a direkt berechnen kann. 

Diese Tasten dienen zur Umrechnung Polarkoordinaten«-»-Rechtwinklige Koordinaten 1 und 
sind z. B. mit POL, REC, P->R, R-*P bezeichnet. 

Wir zeigen diese Berechnung mit dem TI-74. 

Berechnung der Katheten x und y aus der Hypotenuse r und dem Winkel (p. 

r | x, y | <p | P ^ R~| x | x : y | y 
Zahlenbeispiel: r = 10; (p = 60° 

10 | x, y | 60 | P -» rT| Im Anzeigenfenster erscheint x = 5 

Nach I x : y I erscheint y = 8,660254038 


Berechnung der Hypotenuse r und des Winkels (p aus den Katheten x und y. 

x | x, y | y | INV | | P —» R | r | x: y | <p 
Zahlenbeispiel: x = 3; y = 4 

3 [ x, y | 4 | INV | | P —» R | Im Anzeigenfenster erscheint r = 5 

Nach I x : y I erscheint (p = 53,13010235 


Diese Umrechnung wird im Band 2 ausführlich behandelt. 
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BEISPIELE 

7. Dreieck; gegeben: a =2,3 dm; b = 4,23 dm; gesucht: c, oc 

4,23 |~x^y~| 2,8 | INV | | P— R | r =5,0727 | x:y | <p =33,5021 . .. 

c — 5,07 dm <* = 33,5° 

8. Dreieck; gegeben: c = 12 cm; er = 72° 

12 | x,y | 72 | P^R] x =3,7082 | x:y | y =11,4126. . . 

b = 3,71 cm _ a = 11,41 cm 


AUFGABEN 


15.04 Berechnen Sie die fehlenden Stücke (Seiten, Winkel, Flächeninhalt) der folgenden 

rechtwinkligen Dreiecke, 
a) fl =3,14 cm; b =4,27 cm 

b) fl = 18,2 mm; 

c =23,6 mm 

c) fl = 5,6 m; ctr=42,6° 

d) fl =3,4 dm; 

ß = 59,1° 

e) b = 17,3 cm; ß = 47,6° 

f) b = 12,3 cm; 

A = 112,5 cm 2 

g) a=64°; A = 83,2 cm 2 

h) ß = 72,1°; 

71 = 67,9 cm 2 

15.05 Von einem rechtwinkligen Dreieck sind gegeben: 


a) b c = 4,12 cm; a c = 6,73 cm 
Berechnen Sie die fehlenden Stücke! 

b) b c = 9,36 cm; 

cr=34°15 / 

15.06 Von einem gleichschenkligen Dreieck sind gegeben: 


a) c =47,6 cm; cr = 63,l° 

b) c = 43,92 dm; 

l 7 = 46,2° 

c) h =2,4 dm; er = 17,3° 

d) ,4 = 142 cm 2 ; 

7 = 34,6° 

e) fl = 12,7 cm; h a =4,2 cm 

f) fl = 54,0 cm; 

7 = 32,6° 

g) h = 17 cm; A= 100 cm 2 

h) 7 = 50,2°; 

71 = 23,7 cm 2 

Berechnen Sie die fehlenden Stücke! 



15.07 Berechnen Sie die fehlenden Stücke ( 

fl, b, d, co, (p, A) der folgenden Rechtecke. 

a) fl = 17,2 cm; b =8,3 cm 

b) b = 12,7 cm; 

d = 16,9 cm 

c) fl = 12,2 cm; = 72° 

d) b = 12,7 cm; 

p=17° 

e) fl = 15 cm; A = 125 cm 2 

0 v4 = 100cm 2 ; 

co= 128° 


15.08 Berechnen Sie die fehlenden Stücke ( a , e,f oc, ß, h, A) der folgenden Rhomben, 
fi) a = 12 cm; e=18cm b) a =4,3 cm; cr=128° 

c) fl = 6,7 cm; h = 5,2 cm / = 5,3 cm; /? = 120° 

(0 e = 8,2 cm; / =48 mm f) ,4 = 1000 cm 2 ; ß = U0° 

15.09 Berechnen Sie die fehlenden Stücke ( a, b, e,f oc, ß, y, ö, Ä) der folgenden Deltoide. 
a) 6 = 35 mm; 4 = 60 mm; / = 38 mm b) e = 2,9 cm; / = 9,1 cm; er = 130° 

c) fl = 7,4 cm; e= 18,3 cm; 5=140° d) fl = 12,lcm; oc= 62°; /?=140° 

e) <? =53 mm; y = 68°; A= 15,1cm 2 f) / = 12,8cm; cr= 112°; 7 = 62,3 cm 2 

15.10 Der Umfang eipes regelmäßigen Achtecks beträgt 142 cm. 

Berechnen Sie den Flächeninhalt! 

15.11 Der Flächeninhalt eines regelmäßigen Fünfecks beträgt 120 cm 2 . 

Berechnen Sie den Durchmesser des Inkreises! 

15.12 Die 32 cm^ngen Diagonalen eines Rechtecks schließen einen Winkel von 112° ein. 
Wie lahifsind die Rechteckseiten? 

15.13 Welchen^Winkel schließt eine 12,3 m lange, an einer Wand lehnende Leiter mit dieser 
ein, wenn der Fuß 4,1 m von der Mauer entfernt ist? 
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15.14 Wie hoch ist ein Leistungsmast, wenn er bei einer Sonnenhöhe von 42° einen 17,3 m 
langen Schatten wirft? 

15.15 Wie groß ist die Sonnenhöhe, wenn ein 25 m hoher Turm einen 35 m langen Schatten 
wirft? 

15.16 Welchen Winkel schließt eine Bahnstrecke mit der Horizontalen ein, wenn sie eine 
Steigung 1 : 250 hat? 

Die Steigung ist als Tangens des Steigungswinkels definiert. 

15.17 Wie groß muß ein Gegenstand sein, wenn man ihn in 400 m Entfernung noch er¬ 
kennen kann? 

Zum Erkennen eines Gegenstandes ist es notwendig, daß der Sehwinkel größer als 40" 
ist! 

15.18 Die Steigung einer Treppe beträgt 55 %. 

In welchem Verhältnis stehen Stufenbreite und Stufenhöhe zueinander? 

15.19 Wie weit ist ein 52 m hoher Turm entfernt, wenn er unter einem Winkel oc = 4,2° zu 
sehen ist? 

15.20 Ein 57 m hoher Turm steht auf einer horizontalen Ebene. Die Spitze ist unter einem 
Winkel von cc = 14,2° zu sehen. Die Augenhöhe eines Beobachters beträgt a = 1,70 m. 
Wie groß ist die horizontale Entfernung Turm — Beobachter? 

15.21 Wie hoch ist ein auf einer Ebene stehender Turm, dessen Spitze in der Entfernung 
a = 170 m von einem Beobachter unter dem Winkel e = 5° gesehen wird? 

Die Augenhöhe betrage 1,70 m. 

15.22 Berechnen Sie den Umfang des durch Wien gehenden Breitenkreises (<p = 48,2° N). 
Als Äquatorradius ist r = 6380 km zu nehmen. 

15.23 Wie groß ist die durch die Erdrotation hervorgerufene Geschwindigkeit eines Punktes, 
der auf dem durch Wien gehenden Breitenkreis ((p =48,2° N) liegt? 

15.24 Berechnen Sie die Länge einer Bogenminute auf dem Äquator und auf den Breiten¬ 
kreisen mit (p = 30°, 50°, 70°. 

15.25 Wie groß ist der Steigungswinkel a einer Schraube mit der Ganghöhe h =2,5 mm und 
dem Flankendurchmesser d 2 = 18,4 mm? 
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15.28 Wie groß ist die Riemenlänge eines of¬ 
fenen Riementriebs? 

Zuerst allgemein, dann mit m = 1,50 m, 
d A = 25 cm, d 2 = 80 cm. 


15.29 Berechnen Sie die Riemenlänge eines ge¬ 
kreuzten Riementriebs (bei parallelen 
Wellen). 

Zuerst allgemein, dann für m = 1,50 m, 
d x = 40 cm und d 2 = 80 cm. 



15.30 Berechnen Sie aus r, l und ot den Kolbenweg 1 ! 

a) r = 20 cm; / = 100 cm; = 28° 

b) r = 45 cm; / = 190 cm; o , = 73° 



15.31 Zwei Kräfte F 1 = 420 N und F 2 = 230 N greifen unter einem rechten Winkel an. 

Wie groß ist die Resultierende und welchen Winkel schließt diese mit den Kräften ein? 


15.32 Eine Kraft F=132 N ist in zwei zueinander normale Kräfte A und B zu zerlegen. Der 
Winkel <£ ^Fsoll 56° betragen. 

a) Wie groß sind die Kräfte A und Bl 

b) Wie groß sind die Teilkräfte für F= 550 N und a = 52° ? 

15.33 Wie groß sind die Kräfte in den Seilstücken, wenn 
ct = 10,2° und L = 1800 N beträgt? 



15.34 Auf einer schiefen Ebene liegt eine Last. Es gilt 

G = 200 N und cc = 28,2°. 

Wie groß ist die Hangabtriebskraft TI 

T 


Wie groß ist die Normalkraft NI 

Wie groß ist die Reibungskraft R, wenn ju =0,4 beträgt? 


An r. 


N 

G/ 


Beachten Sie, daß schiefwinklige Dreiecke durch Zerlegung in rechtwinklige Dreiecke aufgelöst 
werden können! 
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15.35 Ein Körper mit dem Gewicht G wird gleichförmig, also ohne Beschleunigung, eine 
schiefe Ebene hinaufgezogen. 



G 

a) 

Geg.: G = 700 N 
oc =25° 
fi =0,30 

Ges.: F 



b) 

Geg.: G = 110 N 


oc =38° 

fi =0,12 

Ges.: F 



Geg.: G = 367 N 
oc =30° 
ß =25° 
fi =0,25 
Ges.: F 


15.36 Ein Keil wird mit der Kraft F in Holz getrieben. 
Wie groß ist die Normalkraft F„ ? 


F 


Diskutieren Sie das Ergebnis! 
Zahlenbeispiel: F= 500 N; oc = 15° 



15.37 Ein Lichtstrahl fällt unter den Winkeln oc = 0°, 20°, 40°, 60°, 80°, 90° von Luft in 

4 

Wasser. Berechnen Sie die Brechungswinkel/?, wenn n=- und das Brechungsgesetz 

" flautet, 
sin ß 



15.38/ Wie groß ist die Parallelverschiebung d eines Licht- 
/ Strahls beim Durchgang durch eine a mm dicke Glas¬ 
platte, r ä gl 2^, Jff 


15.39 Wie dick ist eine planparallele Glasplatte (« = 1,5), 
wenn ein unter dem Winkel oc = 42° auftreffender 
Strahl d = 4,4 mm parallel verschoben wird? 



15.40 Beim Übergang eines Lichtstrahls von Wasser in Luft («=0,75) wird der Strahl vom 
Lot weg gebrochen. Wann tritt Totalreflexion ein? 

(Mit anderen Worten: Wie groß muß ß sein, damit oc = 90° ist?) 
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Strecken- und Flächenprojektionssatz 


Mit Hilfe der Kosinusfunktion kann man die Länge 
des Grundrisses einer Strecke und die Größe des 
Grundrisses einer ebenen Figur berechnen. 

Bezeichnungen: 

A'B' heißt Grundriß der Strecke AB. 
a heißt Neigungswinkel der Strecke AB zur 
Ebene E. 



s 


A'B' = AB cos a 

Diese Beziehung heißt Streckenprojektionssatz. 


Das Rechteck PQRS hat den Grundriß P'Q'R'S' 
und den Neigungswinkel cc gegen die Horizontal¬ 
ebene E. .. - 1 

Leicht zu erkennen: 

A' =PQ-~QR 

= PQ QR • cos a 

Wegen PQ • QR = A gilt: 

A'=A- cos a 



s 


Dieser Satz läßt sich auf beliebige ebene Figuren in be¬ 
liebiger Lage und sogar auf Figuren kantiger und 
krummer Flächen verallgemeinern, sofern nur die Nei¬ 
gung des Flächenstücks in allen Punkten gleich ist. 


Die als Flächenprojektionssatz bezeichnete Beziehung lautet: 



Ist ein beliebiges (kantiges, rundes) Flächenstück in allen seinen Punkten unter dem¬ 
selben Winkel a gegen die Horizontalebene geneigt, so besteht zwischen seinem Inhalt A 
und dem Inhalt ,4' seiner Projektion auf diese Ebene die Beziehung 

A'=A - cos a 


PSS ± E 
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Dieser Satz wird meistens benützt, um aus dem Inhalt des Grundrisses den Inhalt des zuge¬ 
hörigen Flächenstücks 1 zu ermitteln: 



cos a 


AUFGABEN 

15.41 Wie lang ist eine Strecke PQ, die unter cc = 12° gegen die Horizontale geneigt ist und 
deren Grundriß 17,2 cm lang ist? 

15.42 Berechnen Sie die Mantelfläche einer geraden quadratischen Pyramide, deren Seiten¬ 
flächen unter 60° geneigt sind und deren Grundkanten a = 5,2 cm lang sind 2 . 

15.43 Berechnen Sie die Dachfläche eines Walmdachs, dessen Flächenteile gleich geneigt 
sind 3 , für a = 14,0 m; 6 =7,0 m und h = 2,5 m. 

15.44 Leiten Sie die Formeln für den Inhalt des Mantels eines Kegels und Kegelstumpfes ab. 

3 

15.45 Berechnen Sie den Inhalt des untenstehenden Dachs mit ^ Kegeldach, dessen Flächen 
gleich geneigt sind, nämlich unter a = 50°. 



Hinweis: Bei der Rechnung braucht man sich nicht um die Verschneidung zu küm¬ 
mern! 


1 Zum Beispiel eines Dachs 

2 Pyramidendach 

3 Dachvorsprung weglassen! 
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15.3 Trigonometrie des schiefwinkligen Dreiecks 


Kreisfunktionswerte stumpfer Winkel 


Für spitze Winkel cc, also 0° <cc< 90°, gilt: 

Jedem Winkel cc entspricht ein Sinuswert (bzw. ein Kosinuswert). 
Jedem Sinuswert (bzw. Kosinuswert) entspricht ein Winkel cc. 


Es gilt: sin oc = a => «; = arcsin«; cos«r = « => cc = arccos« 

Somit: Die Funktionen y = sin cc und >> = cos oc sind im Intervall 0° <«;<90° umkehrbar. 


Für stumpfe Winkel, also Winkel zwischen 90° und 
180°, gilt: 

1. Zu jedem Wert cos cc gibt es genau einen Winkel cc^ . 



y' 

2. Zu jedem Wert sin cc gibt es genau zwei Winkel, 

nämlich die Winkel cc^ und cc 2 = 180° —CC\. a • 





0 

oc, a 2 180° oc 


BEISPIELE 

1. Die Gleichung sin«; = ^ hat im Intervall 

[0°, 180°] die Lösungen a A = 30° und 
or ? = 150°. 

2. sin ö = 0,723 <5e[0°, 180°] <5 = ? 



Lösung: Der Taschenrechner liefert den 
Wert ö = arcsin 0,723 = 46,30°. 


Im Intervall [0°, 180°] hat sin Ö zwei Lösungen, nämlich 

ö, = ö und ö 2 = 180° - ö. fr = 46,30°; ö 2 = 133,70° 

3 . cos co = 0,673 co <?[0°, 180°] co = l 


Lösung: co = arccos 0,673 = 47,70° 


= 47,70° 


AUFGABE 

15.46 Für welche Werte von cc mit 0° ^ #^180° gilt: 

a) sin«; =0,163 b) sin«; =0,356 c) sin cc = 0,482 d) sin oc =0,130 

e) cos cc= -0,128 f) cos oc= -0,421 g) cos a=-0,915 h) cos # = 0,130 
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Sinussatz 


Schiefwinklige Dreiecke können durch Zerlegung in rechtwinklige 
Dreiecke aufgelöst werden. Um diese zeitraubenden Rechnungen in 
jedem Einzelfall zu sparen, entwickeln wir den Sinussatz und später 
den Kosinussatz. 

< CDB = CAB = cc sind Randwinkel über der Sehne CB. 

CD ist die Hypotenuse im rechtwinkligen Dreieck CBD, daher gilt: 

a . a 

sin cc =—; 2 r = — - 

2 r sin er 



Analog finden wir: 



2 r 


c 

sin y 



Gelegentlich schreibt man den Sinussatz auch in der Form: 

a : b : c = sin cc : sin ß : sin y 

In jedem Dreieck verhalten sich die Längen der Seiten wie die Sinuswerte der Gegen¬ 
winkel. 


^ Mit Hilfe des Sinussatzes können wir Dreiecke auflösen, wenn wir: 

1. zwei Seiten und einen ihrer Gegenwinkel (SSW) oder 

2. eine Seite und zwei Winkel (WSW) 

kennen 1 . 


Fall WSW .. . 2 

Gegeben: cc, ß, a 

1. Der dritte Winkel wird mit Hilfe der Winkelsumme berechnet: 
y = 180° —(cc + ß) 

2. Die fehlenden Seiten werden mit Hilfe des Sinussatzes berechnet: 

a b c c _ 

sin cc sin ß sin y 


1 SSW ... Seiten —Seiten —Winkel —Fall 
WSW. .. Winkel - Seiten - Winkel - Fall 

2 Die Summe der beiden gegebenen Winkel muß kleiner als 180° sein. 
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Zahlenbeispiel: 

Gegeben: a = 15,0 cm; cc = 10,4°; /? = 12,8° 
Gesucht: b;c;y 

Lösung: WSW 

y = 180° - (a + ß) = 180° - 23,2° = 156,8° 

^ a b c 

sin oc sin ß sin y 

Somit: b=-^—-s\nß 
sin oc 

a 

c=— -• sin y 

sin a 



b = 18,4 cm 


c = 32,7 cm 


Fall SSW .. .' 

Gegeben sind zwei Seiten und ein gegenüberliegender Winkel, z. B.: a, b, a. 
Wir lösen diese Aufgabe zunächst durch Konstruktion. 


Wir müssen dabei verschiedene Fälle unterscheiden: 

2. a, b, oc mit a = b (cc< 90°) 


1. a, b, oc mit a > b 

Es gibt genau eine Lösung. 



Es liegt ein gleichschenkliges Dreieck vor. 


3. a, b, oc mit a < b {a< 90°) 
zwei Lösungen oder 

C 



eine Lösung 2 
C 


oder 


A B, 



keine Lösung 
C 



b 2 


AB A 

Aus diesen Ausführungen erkennen wir, wie wir bei der rechnerischen Lösung Vorgehen 
müssen. 

^ Wir müssen zuerst feststellen, ob a > b oder a < b ist. 

Wenn a > b ist, so liegt genau eine Lösung vor. 


Wir rechnen daher: 

= nJ ^ ß = ... ^ = 180° — (a+ß) 

a b 

sin oc _ sin y _ 

a c 


Der gegebene Winkel muß kleiner als 180° sein. 
ß ist ein rechter Winkel! 
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Wenn a < b ist, so können zwei, eine oder keine Lösung vorliegen. 


Wir berechnen zunächst sin ß\ 

Wenn sin ß < 1 ist, so exi¬ 
stieren zwei Lösungen; wir 
bezeichnen sie mit $ und 

ßi- 

r, =180°-(<*+/?,) 
sin a sin yj 

-=-=> c x =... 

a 

Ä- 180 °-A 

72 =-.. 

c 2 = * * * 


Wenn sin/? = l ist, so exi 
stiert genau eine Lösung. 

£ = 90° 

7= 180° — (a + ß) 

= 90 °-a 
sin a _ sin y 
a c 


,,, sin a , ^ . . 
Wenn -• b > 1 ist. 


a 

gibt es keine Lösung. 


so 


Zahlenbeispiele: 

1. Gegeben: a = 5,0 cm; b =4,2 cm; tz = 67,0° 

Gesucht: c;ß;y 

Lösung: SSW 

Der Winkel liegt der größeren Seite gegenüber, daher gibt es genau eine Lösung. 



a 


c 

sin y 


Zunächst: — 


sin oc sin / 
sin /? = ^ => ß = arcsin 

7 = 180° —(£* + /?) 
c = d -sin y 


sin 67° 


- = 2r = d 


ß = 50,6° 

7 = 62,4° 
c = 4,8 cm 


Genauigkeitsbetrachtungen: 

Wir erhalten die Werte ß = 50,64429756° ; 7 = 62,35570244° und c = 4,811735208 und 
haben diese jeweils — der Genauigkeit der Angabe entsprechend — auf eine Nach¬ 
kommastelle gerundet. 

Wir erhalten bei 13stelliger Rückrechnung für /? = 50,6°, 7 = 62,4°, a = 5 die Werte 
a = 67° ; b = 4,197335683; c = 4,813682274. 

Für ß = 50,64°, 7 = 62,36°, a = 5 erhalten wir # = 67° ; b = 4,19974163; c = 4,81192423. 
Beachten Sie immer, daß die Genauigkeit eines Ergebnisses von der Genauigkeit der 
Eingangsgrößen abhängt. 


Bei Verwendung eines Taschenrechners speichert man die ungerundeten Zwi¬ 
schenwerte und rechnet mit diesen weiter. Erst das Ergebnis wird, dem Problem 
entsprechend, gerundet. 


2. 


Gegeben: a =7,8 cm; b =3,4 cm; ß = 37° 
Gesucht: c;a;y 


Lösung: SSW 


0 1 

b<a ^ 1 \ 

2 J 


Lösungen 


b_a 
sin ß sin oc' 


sin a = 


a • sin ß 
b 


1,38 >1 



Es gibt keine (reelle) Lösung! 
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3. 


Gegeben: a = 5,20 cm; b = 3,40 cm; ß = 37,00° 
Gesucht: c;cc;y 


Lösung: SSW 


b <a 


0 

1 

2 


Lösungen 



b _ a . 
sin ß sin oc' 


a • sin ß 


< 1 ; 


es gibt also zwei Lösungen: 


öf = 66,99° 
y = 180° —{a + ß) 

= 76,01° 
c = 5,48 cm 

cc = 66,99°; 7 = 76,01° 


cr = 180°-66,99° = 113,01° 
7 = 180° — (a + ß) 

= 29,99° 
c =2,82 cm 

er = 113,01°; r = 29,99° 


4. Gegeben sind die Meßwerte a = 5,65 cm; 6 = 3,40 cm und ß = 37,00°. 
Gesucht: c;oc;y 



— -- — — , 3111 cx — — 

sin ß sin cc b 


Wir erhalten sin cc = 1,000075 

Die Erklärung „Es gibt keine Lösung“ wäre unsinnig; es handelt sich ja um gemessene 
Werte! 

Wir berücksichtigen die Meßfehler und setzen er = 90°. 

Es gibt dann genau eine Lösung. 

7 = 90° — ß = 53° c = 4,51 c = 4,51cm; cr = 90°; 7 = 53° 

Probe: ]/4,51 2 + 3,40 2 = 5,65 


BEISPIELE 


1 . 


Von einem Trapez sind a = 10cm, 
c = 7 cm, cc = 40° und ß = 60° gegeben. 
Gesucht sind die Seiten b und d und der 
Flächeninhalt A. 

Lösung: 

A EBC : 7 '= 180° -100° = 80° 

a—c_ b _ d 
sin y' sin oc sin ß 



a — c 

— -• sin cc 

sin 7 


^ AFD: 


d = —- - sin ß b = 1,96 mm; d= 2,64 mm 

sin 7 - 

h = d- sin cc h =1,70 cm 

^ = A A ecd + A E bc = c ■ h -\ - • h 


A = 14,45 cm 
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2 . 


Wie hoch ist ein Turm, von dem aus die Endpunkte 
einer horizontalen 120 m langen Strecke unter den 
Winkeln «, = 23,4° und «2 = 62,5° erscheinen? 

Lösung: 

h = AS-sin a 
a = cc, = 23A° 

A ABS : 7 = « 2 — «, = 39,1° ; 

ß = 180°-« 2 = 117,5° 

AS AB _ AB ■ sin ß 

sin ß sin y sin y 



h =AS - sin « = 


AB • sin ß • sin « 
sin y 

120-sin 117,5° -sin 23,4° 
sin 39,1° 


= 67,03 


h =67 m 


AUFGABEN 


15.47 Berechnen Sie die fehlenden Stücke ( a, b, c, «, ß, y) der folgenden Dreiecke: 


a) 

a =24 mm; 

b = 21 mm; 

« = 85,2° 

b) 

a =93 mm; 

c =84 mm; 

« = 64,5° 

c) 

a =23 mm; 

c = 13,5 mm; 

« = 80,4° 

d) 

a =93 mm; 

c = 123 mm; 

« = 36° 

e) 

a = 45 mm; 

b = 74 mm; 

« = 36° 

0 

a =45 mm; 

b =66,72 mm; 

« = 34° 

g) 

a =45 mm; 

b = 87 mm; 

« = 34° 

h) 

a =67 mm; 

c = 82 mm; 

« = 34° 

i) 

a = 105,89 mm; 

b = 82 mm; 

ß =50,7° 

j) 

b = 102,57 mm; 

c = 53 mm; 

7=31° 

k) 

R = 11,09 mm; 

«=71,3°; 

ß =71,3° 

I) 

R = 11,35 mm; 

«=75,8°; 

7 = 36,5° 

Berechnen Sie die fehlenden Stücke ( a, b, c, d, a, ß, y, ö, A, h ) der folgende! 

a) 

ö = 52 mm 

6 = 92 mm « = 112° 

ß = 137° 

b) 

fl =93 mm 

6 = 56 mm « = 63° 

7 = 142° 

c) 

A =64 mm 

d = 37 mm 7 = 102° 

6 = 112 ° 


15.49 Zu Beispiel 2: 

a) Berechnen Sie die Turmhöhe, wenn die Straße a) 5°, b) —5° gegen die Hori¬ 
zontale geneigt ist. 

b) Geben Sie die allgemeine Lösung dieses Problems an. 

15.50 Eine Kraft F soll in 2 Komponenten F, und F 2 zerlegt werden. 

Wie groß sind jene, wenn < FF, und < F F 2 gegeben sind? 

Welchen Winkel schließen F, und F 2 ein? 



a) 

b) 

c) 

d) 

e) 

0 

F(in N) 

78,92 

101,69 

85,11 

149,15 

108,26 

144,94 

< (in °) 

120 

87 

67,7 

73,2 

95 

78 

<* ?? 2 (in°) 

72,68 

53,64 

22,3 

21,07 

44,38 

64,73 
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Kosinussatz 

Für rechtwinklige Dreiecke gilt der Satz des Pythagoras: 

c * 1 2 =a 2 + b 2 .. 2 

Die Verallgemeinerung dieses Satzes für schiefwinklige Dreiecke heißt Kosinussatz und 
lautet: 

c 2 = a 2 + b 2 — 2 ab cos y .. 2 

Durch zyklische Vertauschung 3 erhalten wir die entsprechenden Beziehungen für die 
Quadrate der beiden anderen Seiten. 


a 2 = b 2 + c 2 — 2 b c cos cc 
b 2 = c 2 + a 2 — 2 ca cos ß 
c 2 — a 2 b 2 — 2. ab cos y 

In jedem Dreieck ist das Quadrat der Länge einer Seite gleich der Summe der Quadrate 
der Längen der beiden anderen Seiten, vermindert um das doppelte Produkt aus diesen 
Seitenlängen und dem Kosinuswert des von ihnen eingeschlossenen Winkels. 


Aus dem Kosinussatz folgt: y= 90° => c 2 = a 2 + b 2 

0 °<y< 90° => c 2 <a 2 + b 2 

90° < y < 180° c 2 > a 2 +b 2 

Mit Hilfe des Kosinussatzes können wir Dreiecke auflösen, wenn wir 

1. zwei Seiten und den von ihnen eingeschlossenen Winkel (SWS) oder 

2. drei Seiten (SSS) kennen. 

Fall SWS Gegeben: a, b, y .. . 4 

1. c wird mit Hilfe des Kosinussatzes berechnet: c 2 = a 2 + b 2 — 2 ab cos y 

2. Die zwei fehlenden Winkel erhält man mit Hilfe des Sinussatzes: 

sin y sin oc sin ß ^ 

c a b 

Probe: a+ß + y = 180° 

Zahlenbeispiel: 

Gegeben: a = 22,0 cm; b =45,0 cm; y = 35,00° 

Gesucht: c;a;ß 

c 

Lösung: SWS 
c 2 =a 2 +b 2 — lab cos y 

c 2 = 22 2 + 45 2 — 2 • 22 • 45 • cos 35° c =29,8 .. . 5 c = 29,8 cm 

Nun wenden wir den Sinussatz an! 

-T—— = -ß -— = Cf = 25,07°; *0 = 119,93° 

sin y sin oc sin ß - 

Probe: cc + ß + y = 180° 


1 c ... Hypotenuse, a, b . . . Katheten 

2 c ... beliebige Seite 

3 Jede Größe wird durch ihre Nachbargröße (gleicher Umlaufsinn!) 
ersetzt: a durch b, b durch c, y durch oc, ... 

4 Der gegebene Winkel muß kleiner als 180° sein. 

5 Wir rechnen selbstverständlich intern mit c = 29,78387067 weiter. 
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Fall SSS Gegeben: a, b, c 


1. Mit Hilfe des Kosinussatzes wird der größte Winkel bestimmt 2 , 

D b 2 + c 2 — a 2 

z. B. cos a = --- => a =... 

2 bc 


2. Der zweite Winkel ist sicher spitz; er wird mit Hilfe des Sinussatzes berechnet: z. B. 
sin a _ sin ß 
a b 


3. Der dritte Winkel wird mit Hilfe der Winkelsumme berechnet 3 , z. B. y = 180° — (a + ß) 

dl • sin >9 

Probe: sin y = c — 
b 

Zahlenbeispiel: Gegeben: a =43,4 cm; 6 = 54,5 cm; c = 46,0 cm 

Gesucht: oc; ß; y 


Lösung: SSS 

Die Dreiecksungleichungen sind erfüllt, daher hat die Aufgabe eine Lösung. 
b ist die größte Seite, folglich ist ß der größte Winkel, oc und y sind sicher spitz. 

c 2 + a 2 — b 2 


Wir rechnen daher: b 2 = c 2 + a 2 — 2 ca cos ß 
K; sin a = a K; 


cos ß = - 


2 ca 


sin ß _ sin oc sin y 

b a c 


Mit unseren Eingangswerten erhalten wir: 
Probe: a + ß+y = \ 80° 


sin y = c K 

cc = 50,30° 


ß = 75,06°; y = 54,64° 


BEISPIELE 

1. Zwei Kräfte Fi und F 2 wirken unter einem Winkel 
von oc auf einen Punkt. 

Die Größe der Resultierenden F r und deren Winkel 
gegen Fi ist zu berechnen. 

Lösung: F 2 r = F\ + F\ — 2 Fi F 2 cos (180° — oc) 
cos (180° — cc)= — cos oc 

Somit: F r = ^F\ + F\ + 2 F, F 2 cos oc 



2 . 


Gegeben: F| durch = 80 N; 0^=32° 


F 2 durch F 2 = 60 N; ö' 2 = 65° 


Gesucht: \F r \,oc r 

/ /Vota-a, 

/f,/ y 

V / J' 

1 . Lösungsweg: Fj.= ]/ F\ + F\ + 2 Fi F 2 cos (ac 2 — aß 

IA r , 

sin (oc, — a 2 ) sin (a,. — aß 

-—-— = —-- -^> a r - a ] => a r =... 

F, F 2 

/ /A\ \ a r 

//S \ a 2 ' 

1 1 

0 

X 


1 Die Dreiecksungleichungen müssen erfüllt sein. 

2 Der größte Winkel liegt der größten Seite gegenüber! 

3 Statt 7 = 180° — (a+ß) rechnet man mit dem Taschenrechner oft y = arccos ( — cos (a + ß)). 

















334 


15. Trigonometrie 


2. Lösungsweg: mit Hilfe der | P-» R [ -Taste 

F } : 80 | x, y | 32 | P-+R | Xj= 67.844 | x ; y | y,= 42.394 

F 2 : 60 | x, y | 65 | P —► R | x 2 = 25.357 | x : y | y 2 = 54.378 

F r =F A + F 2 : X! + x 2 = 93.201 ^+^ = 96.772 

93.201 | x, y 1 96.772 | INV | | P-R | r=134.35 | x:y | cp = 46.58 
iv = 134,35 N; a r = 46,58° £ = ^3,20^ N 


3 . 


Von einem Parallelogramm sind fl = 50mm, 
b =30 mm und a = 60° gegeben. 

Der Winkel co = < ef ist zu berechnen. 

Lösung: 

A ABC: e 2 = a 2 + b 2 — 2 a b cos (180° — a) 

AABD: f 2 = a 2 +b 2 —lab cos a 



Wir erhalten: e 2 = 49 / 2 = 19 e = 7 /=]/19=4,36 

A ABM: a 2 = + (y) -2-^ cos co 


cos co = 


e 2 +f 2 -4a 2 

2 ef 


co = 121,63° 


AUFGABEN 

15.51 Lösen Sie folgende Dreiecke auf: 

a) ö =49,4 cm; b = 48,7 cm; y = 68,80° 

b) fl = 28,lern; c = 30,7cm; ß = 61,90° 

c) 6 = 2,85 m; c = 3,16 m; a = 55,90° 

d) fl = 222 mm; c = 65,9 mm ; ß = 109,50° 

e) fl = 30,8 cm; b = 18,0 cm; c = 41,3 cm 

f) fl =29,0 dm; b = 22,9 dm; c = 25,2 dm 

g) fl = 17,7 cm; b = 4,6 cm; c = 20,5 cm 


15.52 Zwei Kräfte F x und F 2 wirken unter einem Winkel a auf einen Punkt. 
Wie groß ist die resultierende Kraft F und wie groß ist < F F^. 



a) 

b) 

c) 

d) 

e) 

0 

F 1 (in N) 

85 

85 

85 

56 

81 

56 

F 2 (in N) 

65 

65 

65 

86 

79 

98 

oc (in °) 

54 

32 

122 

47 

73 

34 
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15.53 Drei in einem Punkt angreifende Kräfte F,,F 2 ,F 3 halten einander das Gleichgewicht. 



a) 

b) 

c) 

d) 

e) 

0 

Fi (in N) 

85 

75 

85 

81 

56 

67 

F 2 (in N) 

65 

65 

65 

79 

78 

87 

F 3 (in N) 

54 

32 

122 

73 

34 

120 


1) Welchen Winkel schließen ihre Richtungsgeraden 
miteinander ein? 

2) Schreiben Sie die Kräfte^als Vektoren F 1? F 2 , F 3 und 
berechnen Sie F t + F 2 + F 3 . 

15.54 Drei in einem Punkt angreifende Kräfte F u F 2 , F 3 halten einander das Gleichgewicht. 
Gegeben sind F t , F 2 und <$ F 3 F 3 . 

Berechnen Sie F 3 und <£ F, F 2 und <F 2 F 3 . 



a) 

b) 

c) 

d) 

e) 

0 

Ft (in N) 

56 

65,5 

123 

84 

34 

10 

F 2 (in N) 

82 

34,9 

56 

76 

34 

10 

«F 3 Fi(in°) 

141,44 

108,65 

35,97 

122,44 

58 

120 


15.55 Lösen Sie die Aufgabe 11.62 (Hansen-Aufgabe) rechnerisch. 



15.56 

15.57 ZF = 2,35 km 

< BAC — 32,1° 
<ABC = 60,3° 

< CBD = 40,2° 

< BDC= 28,3° 

* CZF = 85,7° 

«Z CF = 52,4° 
Berechnen Sie FD. 



ZF =1,98 km 

< FZC =53,1° 

<*ZFC =42,8° 

< FZD =47,1° 

<ABD= 41,7° 

< CDF = 91,1° 

« DCF = 71,2° 

Berechnen Sie CD, CE, DE. 



Lösen Sie die Aufgabe 14.63 (Vorwärtseinschneiden nach zwei Punkten) rechnerisch. 

15.58 
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Berechnung des Flächeninhalts eines Dreiecks 

Aus ,4=^-^ folgt wegen h c = a sin ß (0°</?<180°) 

A c a . 0 
A = —- sin p 
2 

A c b 

Durch zyklische Vertauschung finden wir: 

. ab. b c . c -a . 0 

A =-sin y =-sin a = —— sin ß 

2 2 2 

Der Flächeninhalt eines Dreiecks ist gleich dem halben Produkt aus zwei Seitenlängen 
und dem Sinuswert des eingeschlossenen Winkels. 

Mit Hilfe des Sinussatzes können wir die Formel 

' a b ■ c 

a =- 47 ~ 

, . abc a-b-2rsiny a-b-siny 

beweisen: -=--- L =--- - 

4 r 4 r 2 

Wenn drei Seiten gegeben sind, so wenden wir die Heron-Formel an: 

A =p • ^ =]/5(5 — a) (s — b ) (5 — c) mit s = a + C 



AUFGABEN 

15.59 Berechnen Sie die fehlenden Stücke ( a, b, c, cc, ß, y, A, h a , h b , h c ) der folgenden 
Dreiecke: 

a) fl =2,11 dm; 6 = 0,73 dm; c = 23,7 cm 

b) fl =24,5 m; b = 10,0 m; / = 94°7' 

c) fl = 50,0 dm; c = 36,6 dm; ß = 62,3° 

d) r = 161,8 cm; # = 35° 45'; ß = \31°55' 

e) p = 11,7 mm; y9 = 28,3°; y = 102,9° 

f) fl = 51,1 dm; 6 = 57,9 dm; r = 30,7 dm 

g) fl =34 mm; 6 = 72,8 mm; h a = 55,4 mm 

h) fl =77,9 mm; 6 = 65,4 mm; A =2249,1 mm 2 

i) 6 = 57 mm; p = 10,67 mm; A =709,25 mm 2 

j) fl =30 mm; p a = 18,69 mm; A =748,33 mm 2 

k) 6 = 79,2 mm; y = 83°; A =113,54 mm 2 

l) c = 11,0 cm; öf = 29° ; /!= 171,76 cm 2 

m) yl =2316,6 mm 2 ; öt = 103,3°; ß = 41,6° 

n) A =1587,5 mm 2 ; ß = 41,9°\ y = 46,9° 

o) =1817,7 mm 2 ; y = 78,2°; tz = 35,2° 

p) =1651,0 mm 2 ; /? = 43,5°; sin tz/sin 7 = 1,4845 

15.60 Berechnen Sie die fehlenden Stücke der folgenden gleichschenkligen Trapeze: 

a) fl = 58 mm; c = 92 mm; A =4117,6 mm 2 

b) fl =75 mm; 6 =75 mm; A =7307,1 mm 2 

15.61 Beweisen Sie die Formel: A =^~ • S | n ^ 

2 sin {oc + ß) 
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Berechnungen am Sehnenviereck 


Hl 


Ein Viereck, dessen Seiten Sehnen desselben Kreises sind, heißt Sehnenviereck. 


£ ist Randwinkel über dem Bogen ADC. 

8 ist Randwinkel über dem Bogen ABC. 

Es gilt: £ + <5 = 180° 

cc + Y + (ß + ö) = ?> 60° 

Somit: <* + 7 = 180° 

Gegenwinkel im Sehnenviereck sind supplementär. 
t* + 7 = 180° ß + <5 = 180° 



Gleichschenkliges Trapez, Rechteck und Quadrat sind Sehnenvierecke. 


Wir geben uns nun die Seiten a, b, c, d vor und wollen die Winkel oc, ß, y, 8 und den Flächen¬ 
inhalt A berechnen. 


Lösung: 

AACD: e 2 = c 2 + d 2 — 2 cd cos 8 

= c 2 + d 2 + 2cd cosß 
AABC: e 2 = a 2 + b 2 — lab cosß 

(■ a 2 + b 2 )-(c 2 + d 2 ) 


Daraus folgt: cos£= 
Analog gilt: cos 7 = 


2 (ab + cd) 

(b 2 + c 2 ) — (<7 2 + a 2 ) 
2 (bc-\- da) 


<5 = 180 °-ß 

cos (180°-£)=-cos£ 

£ = ... => 5 = ... 


Z^ 


ABCD = AACD + AABC =‘y sin 8 sin ß = *y sin 8 sin (180° - ß) 

. ab + cd . 

A =---sin 0 


AUFGABEN 


15.62 Konstruieren 

a) r = 42 mm 

b) a= 62 mm 

c) ö= 34 mm 

d) <3=46 mm 


Sie ein Sehnenviereck aus: 
ö = 54 mm a = 74° 
b = 19 mm c =54 mm 
<7 = 39 mm ß =93° 
6=16 mm / = 34 mm 


£ = 122 ° 
8= 80° 
7 = 130° 
7 = 140° 


15.63 Berechnen Sie die fehlenden Stücke der in 15.62 angegebenen Sehnenvierecke. 
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Berechnungen am Tangentenviereck 


Ein Viereck, dessen Seiten Tangenten desselben Kreises sind, heißt Tangentenviereck. 


Da die von einem Punkt an einen Kreis gezogenen Tangenten¬ 
strecken gleich lang sind, gilt: 


A 


Ein Tangentenviereck erfordert, wie ein Sehnenviereck, vier Bestimmungsstücke. 
a, b, c, d scheidet aus, weil ja a + c = b + d gilt. 

Wir geben uns a, b, c, oc vor und wollen die anderen Stücke und den Flächeninhalt be¬ 
rechnen. 

Lösung: 

Aus a + c = b + d folgt d = a + c — b 


A ABD: 

f 1 = a 2 + d 2 — lad cos oc 




A BCD: 

f 2 = b 2 + c 2 — 2 bc cos y => 

cos y 

b 2 + c 2 —f 2 

= 2 bc ~ r= "' 


ADAB: 

sin<5i sin er . c 

- = —— => sin (), = .. 

a f 

=> 

<5 1 = ... 


A DBC: 

sin ö 2 sin y . c 

--sm =.. 

=> 

5 2 = ... 

8 = ö, + ö 2 


oc + ß + y + ö = 360° => <5 = 360° — (a + ß + y) 

Leicht ist zu erkennen: 2 A = a d sin oc + b c sin y 


Im Tangentenviereck ist die Summe von je zwei Gegenseiten 
gleich. 

a + c = b + d 


Rhombus, Quadrat und Deltoid sind Tangentenvierecke. 



AUFGABEN 

15.64 Konstruieren Sie Tangentenvierecke aus: 


a) a = 4,2 cm 

b = 5,3 cm 

c = 2,7 cm 

e = 3,8 cm 

b) a = 34 mm 

cr=94° 

ß=6S° 

y= 84° 

c) c =37 mm 

d = 53 mm 

a= 62° 

5=128° 

d) p =25 mm 

oc=23° 

ß=5T 

5=137° 

e) p = 32 mm 

a = 40 mm 

<7=75 mm 

cc= 102° 


15.65 Berechnen Sie die fehlenden Stücke der in 15.64 angegebenen Tangentenvierecke. 
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Geschichte der Trigonometrie 

Die Trigonometrie (griech. trigönon = Dreieck; metron = Maß) beschäftigt sich mit Berech¬ 
nungen an ebenen und sphärischen Dreiecken mit Hilfe der Kreisfunktionen. 

Wir beschränken uns in diesem Buch auf die Trigonometrie der Ebene unter Verwendung 
der Funktionen Sinus, Kosinus und Tangens. Früher wurden auch die Funktionen Ko¬ 
tangens (cot a = 1/tan er), Sekans (sec oc = 1/cos a) und Kosekans (cosec<z = 1/sin a) ver¬ 
wendet. 

Ursprünge der Trigonometrie finden wir bei den Babyloniern (2000 v. Chr.—200 v. Chr.) und 
bei den Ägyptern (2000 v. Chr.—500 v. Chr.). Die Trigonometrie war eine Verbindung zwi¬ 
schen der Mathematik, der Astronomie und dem Kalenderwesen. 

Die Griechen hatten eine hochentwickelte Sehnentrigonometrie. Sie konnten schon zu einem 
gegebenen Mittenwinkel die Länge der zugehörigen Sehne berechnen. Die Tabelle im „Al- 
magest“ von Ptolemaios (um 150 n. Chr.) ist eine Sinustabelle. 

Die Inder (500—1400) hatten eine Halbsehnentrigonometrie (Halbsehne = Sinus des halben 
Mittenwinkels), die bereits die Seiten und Winkel eines rechtwinkligen Dreiecks verknüpfte. 

Die Araber entwickelten die Trigonometrie der Griechen und Inder weiter. Hauptanwen¬ 
dungsgebiet war die Astronomie. Viele Sterne tragen daher arabische Namen (Vega, Riegel, 
Alcor, ...). 

Die erste geschlossene Darstellung der Trigonometrie stammt von at-Tusi (um 1250), einem 
Astronomen am Hofe eines Enkels von Dschingis-Khan. 

Das Tafelwerk von Al-Kasi (um 1400) enthielt bereits Kreisfunktionswerte mit 17 Nachkom¬ 
mastellen. Al-Kasi gab den bis dahin besten Näherungswert von n an und verwendete Dezi¬ 
malbrüche. 

In der Anfangszeit der Renaissance war die im Jahre 1365 gegründete Wiener Universität 
das Weltzentrum der Mathematik. Johannes von Gmunden (um 1410), Georg von Peuerbach 
(um 1450) und Johannes Müller, genannt Regiomontanus (lat.: der Königsberger), wirkten 
dort. 

Von Johannes Müller (1436—1476) stammt die erste systematische 
europäische Darstellung der Trigonometrie. Er vollendete die Über¬ 
setzung der Astronomie des Ptolemaios (begonnen von Peuerbach) 
und übersetzte Apollonios, Heron und Archimedes. Sein Haupt¬ 
werk „De triangulis omnimodus libri quinque“ (1464, aber erst 1533 
gedruckt) war eine vollständige Einführung in die Trigonometrie. 

Um astronomische Fragen klären zu können, berechnete Vieta (um 
1575) im „Canon“ die Werte aller Kreisfunktionen mit T als Schritt¬ 
weite. Er baute die sphärische Trigonometrie systematisch auf und 
schuf die Goniometrie. 

Erst Leonhard Euler (um 1740) faßte die Werte von Sinus, ... als Verhältniswerte auf. Von 
ihm stammt die heutige Form der Trigonometrie. 
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Implikation 146 
implizit 44, 168 
indirekte Proportionalität 157 
indirekter Beweis 62 
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inhomogene Gleichung 167 
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Funktion 144 
Inkreis 288 
Innenwinkel 281, 299 
innere Schleife 77 
Intervall 63 
Invarianten 238 
inverses Element 60 
involutorisch 237 
irrationale Zahlen 59, 63 
Iterationsverfahren 79 

Ja-Weg 16 
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Kathete 280 
Kathetensatz 292, 294 
Keil 323 
Kilo (k) 24 
Kilogramm 27 
Kirchhoff-Gesetz 185 
Klammerausdruck 71 
Klappstreckung 246 
Kleinerrelation 15 
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Knotenregel 184 
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konstruktion von 269 
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kommutative Gruppe 233 
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Komplementärmenge 56 
Komplementwinkel 217 
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Kongruenzsätze 287 
Konjunktion 42 
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konvexe Vielecke 213, 308 
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Koordinaten 135, 227 
Korrespondenzsätze 151 
Kosinusfunktion 313 
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Kreisabschnitt 52, 257, 274 
Kreisausschnitt 52, 273 
Kreisfunktionen 313 
Kreisring 272 
Kreisumfang 268 
Kronecker, Leopold 58 
Kubikwurzel 37 
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Länge 213 
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Leistungsaufgaben 119 
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lineare Funktion 143, 144 
lineare Gleichung 106, 115, 167 
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lineare Optimierung 199 
lineare Ungleichungen 190 
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system 169, 180 
liniengebundene Vektoren 226 
Linksterm 10 
lösbare Gleichung 106 
Lösung der Gleichung 104 
Lösungsmenge 45, 104, 167, 190 

Maschenregel 184 
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mathematisches Modell 155, 
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Matrix 172 

Maximumaufgaben 199 
Mega (M) 24 

mehrdeutige Relation 137 
Menge 46 


Menge der ganzen Zahlen 58 
Menge der irrationalen 
Zahlen 59 
Menge der rationalen 
Zahlen 58 

Menge der reellen Zahlen 59 
Meßkeil (Meßlehre) 259 
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Methode der gleichen Koeffi¬ 
zienten 171, 181 
Mikro 24 
Milli (m) 24 
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Mischungsaufgaben 121, 178 
Mittenwinkel 264 
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Multiplikation 15, 67 
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Näherungskonstruktion von 
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NAND 43 
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natürliche Zahlen 48, 58 
Nebenwinkel 217 
Negation 42 
Nein-Weg 16 
neutrales Element 60 
Nonius 259 
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notwendige Bedingung 45 
Nullstelle 141 
Nullvektor 226 

Oderzeichen 42 
Ordinate 135 
Ordinatenabschnitt 144 
Ortsvektor 226 
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Parallelenbüschel 212 
Parallelenpaar 223 
Parallelensymmetrale 223 
Parallelogramm 304, 334 
Parallelprojektion 237 
Parallelstreifen 52, 214 
Parallelwinkel 218 
Pascal 46 
Passante 261 

periodische Dezimalzahl 86 
Peripheriewinkel 265 
Pfeil 211, 225 
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Pfeildiagramm 135 
Pico (p) 24 
Planimetrie 209 
planparallele Glasplatte 323 
Platon 210 
Poincare, Henri 155 
Polygon 213 
Polynome 65, 79, 84 
Potenzen 19,66 
Potenzfunktion 160 
Primfaktor 88 
Probe 9, 10 
Produkt 15 
Produktgleichung 150 
Produktmenge 137 
Proportionalitätsfaktor 153 
Proportionalmaßstab 258 
Proportionalwinkel 255 
Proportionalzirkel 258 
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Punktabbildung 237 
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Quadrant 135 
Quadrat 300 
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160 
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Radiant 271 
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Randwinkel 265 
rationale Zahlen 48, 58, 63 
Raummaße 26 
Raute 303 
Rechteck 301 
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rechtwinkliges Dreieck 292, 317 
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reelle Zahlen 48, 59, 63 
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319 
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Gleichung 160 
Relationen 136 
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Riementrieb 149,159, 267, 322 
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266 
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Sarrus, Regel von 182 
Sätze 60 

Scheitelwinkel 217 
Schiebung 241 


schiefe Ebene 151, 322 
schiefer Wurf nach oben 227 
Schleife 76 

Schwerlinie (Schwerpunkt) 

280, 290 
Sehne 262 
Sehnensatz 276 
Sehnen-Tangenten-Winkel 264 
Sehnenviereck 337 
Sehwinkel 220 
Sekante 261 
Sekantensatz 276 
Sinusfunktion 313 
Sinussatz 327 
Skalar 225 
Spiegelung 237, 240 
Steigung 143 
Stelle 139 
Stichprobe 12 
Strahl 211 
Strahlensätze 252 
Strecke 211 
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Streckensymmetrale 223 
Streckung 237 
Streifen 51, 214 
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Substitutionsmethode 170, 181 
Subtraktion (Subtrahend) 15, 
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Summationsvariable 18 
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Tangensfunktion 314 
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Teilung einer Strecke 253 
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Thales-Kreis 262 
Theodolit 220 
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Translation 241 
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Trapez 52, 306 


Trapezverfahren 309 
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Umkehrfunktion 164 
Umkehrrelation 163 
Umkreis 288 
Umlegungen 238 
Unbekannte 10 
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unendlich 63 
unendliche Menge 47 
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Ungleichungen 190 
unvollständige Zahlen 31 
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Vektor 225 
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Vieleck 213, 299 
Vorwärtseinschneiden 308 
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Winkel 215 
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Winkelfunktionen 313 
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Wittgenstein, Ludwig 61 
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Zahlenbereiche 58 
Zahlengerade 62 
Zahlenmenge 47 
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Zeiger 226 
Zeitmaße 28 
Zenti (c) 24 
Zentrale 262 

Zentralspiegelung 237, 240 
zentrische Streckung 244 
Zielfunktion 200 
Zuordnung 136 
Zuordnungsgleichung 106 
Zuse, Konrad 39 
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